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Resumo

A Teoria de Autdématos Finitos tem sido aplicada a areas diver-
sas, como, por exemplo, no desenvolvimento de analisadores 1éxicos
e editores de texto, em Processamento de Imagens, Biologia Molecu-
lar Computacional e Lingiiistica Computacional. Para compreender e
estudar essas aplicagoes, é importante conhecer os algoritmos e estrutu-
ras de dados fundamentais que utilizam automatos finitos. O objetivo
deste projeto foi iniciar um estudo de tais aspectos basicos da Teoria
de Automatos Finitos. Mais especificamente, foi realizado um estudo
detalhado do algoritmo de Hopcroft para a minimizagdo de autématos
finitos deterministicos, do algoritmo de Revuz para a minimizagdo de
autématos finitos deterministicos acicliclos, e do algoritmo de Aho e
Corasick para a busca de um conjunto finito de palavras em um texto.
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1 Introducao

As aplicagbes de Autéomatos Finitos vém crescendo significativamente, em
grande parte devido ao aumento da demanda por sistemas de processamento
de quantidades imensas de dados. Como estrutura de dados, um autémato
pode armazenar informacoes de forma a economizar espaco em memodria,
enquanto isso, os algoritmos ji conhecidos para autéomatos podem oferecer
um processamento eficiente.

A Lingiiistica Computacional estd entre as dreas de aplicagdo mais im-
portantes da Teoria de Automatos Finitos, em especial a drea de Proces-
samento de Linguas Naturais. Outra area que tem recebido destaque é a
Biologia Computacional. As seqiiéncias de DNA sio geralmente vistas co-
mo palavras sobre o alfabeto {a, ¢, g, t} de nucleotideos, dessa maneira elas
constituem objetos para a aplicacdo da Teoria de Autéomatos Finitos.

Neste projeto, nés estudamos um dos algoritmos fundamentais e uma,
aplicagao que utiliza automatos de forma eficiente. O objetivo é criar a base
para um estudo futuro sobre as intimeras aplicacoes dessa teoria. Os topicos
estudados até o momento foram:

e Minimizagdo do niimero de estados de autématos finitos deterministicos
- algoritmo de Jonh Hopcroft, que minimiza qualquer autémato
finito deterministico;
- algoritmo de Dominique Revuz, que minimiza um autémato finito
deterministico aciclico;

e Uso de autématos finitos num problema de busca de padroes

- algoritmo de Alfred Aho e Margaret Corasick para a busca de um
conjunto finito de palavras num texto.

2 Metodologia

As atividades foram voltadas basicamente para a compreensdo e implemen-
tacdo de cada algoritmo, principalmente através da leitura de artigos e da
realizagdo de reunites semanais. As reunites envolveram discussoes sobre o
andamento do projeto, destacando:

resolugao de davidas e andlise dos detalhes dos artigos lidos, como por
exemplo, provas de corretude e de complexidade de espaco e de tempo;

investigacao de questoes de implementagao, que tem compromisso com
as complexidades de espaco e tempo;

defini¢ao dos passos seguintes do projeto;

acompanhamento do desempenho académico do aluno.



3 Tépicos Estudados

Nesta secao descreveremos o que foi estudado.

3.1 Notacao e Defini¢coes Basicas

Um automato finito deterministico A é uma quintupla (Q, 3, d, g, F'), onde:

e () é um conjunto finito e ndo vazio de estados;

3 é o alfabeto (conjunto finito e nao vazio de simbolos);

0 é a funcao de transicao, definida por § : QQ X X — @Q;

qo € Q é o estado inicial;

e I C @ é o conjunto dos estados finais.

Uma palavra é uma seqiiéncia finita de simbolos; a palavra vazia é deno-
tada por A. O conjunto de todas as palavras, incluindo A, é ¥*.
A funcao J sera estendida para d : Q X ¥* — @ da maneira usual:

~

(g, \) =g VgeQ
d(g,zo) = 6(0(q,x),0) VYqg€eEQ, Vx € £* Yo € X

A partir de agora usaremos J para denotar 5.

Diremos também que n é a cardinalidade de @, ou seja, o nimero de
estados de A.

A linguagem reconhecida por A, denotada por L(A), é o conjunto das
palavras x € X* tais que 6(qp,z) € F.

Seja zuy uma palavras em ¥*, entao x é um prefizo, u é um fator e y é
um sufizo de zuy, para z, u e y em X%,

O grafo associado a A, denotado por G(A), é o grafo orientado (V, A),
onde:

e 0s vértices sdo os estados de A: V = Q;

e 0s arcos sdo rotulados por elementos de 3 e representam as transigoes:
A={(p,0,9) :p€Q,0 €X,q=0(p,0)} .

3.2 Minimizacao de Autématos Finitos

Estudamos dois algoritmos para minimizacao de automatos finitos deter-
ministicos, o de John Hopcroft, com complexidade de tempo O(|X|nlogn), e
de Dominique Revuz, para autématos aciclicos e com complexidade O(|X|n).

Comecaremos com a definicdo do problema que queremos resolver, em
seguida discutiremos os dois algoritmos.



3.2.1 Definicao do Problema

Seja A = (Q, %, 6,90, F) um autéomato finito deterministico.

Queremos um algoritmo que determine um autémato finito deterministico
B com o menor nimero de estados e tal que L(B) = L(A). Tal automato é
denominado minimal.

Os métodos utilizados pelos dois algoritmos que apresentamos aqui se
baseiam na seguinte definicado de uma relagao de equivaléncia sobre ):

Definigao 3.1 Dois estados p e q sdo equivalentes se, e somente se, para
todo x € ¥*, vale que §(p,z) € F < 6(q,z) € F.

De modo muito simplificado, a idéia é encontrar os estados equivalen-
tes de A. Mais especificamente, os algoritmos procuram pelas classes de
equivaléncia em Q, conforme a relagdo definida acima. Sendo [g] a classe
de equivaléncia de ¢ € @, o autémato A" = (Q',%,d, ¢, F') definido da
seguinte forma é minimal:

e Q' ={lgd:q€Q};
e 0'([q],0) = [0(g,0)] Vg€ Q ,VoeX;

* o =[q0] ;
o F'={[g]:q€ F}.

3.2.2 O algoritmo de Hopcroft

Muitos textos bdsicos sobre autématos finitos [9, 11] apresentam algorit-
mos para minimizar o nimero de estados de um autémato finito deter-
ministico. Entretanto, a complexidade de tempo no pior caso desses algo-
ritmos é O(]X|n?), ou pior.

Em [8], Hopcroft apresenta um algoritmo de minimizagao com complexi-
dade de tempo O(|Z|nlogn). Em seguida, David Gries [7] descreve o mesmo
algoritmo (com uma pequena modifica¢ao), porém, de forma mais clara.

A discussao a seguir é baseada na descricao de Gries.

O algoritmo bésico

Analisaremos o algoritmo bésico de forma a facilitar o entendimento do
algoritmo final.

Definigao 3.2 Uma particao dos estados de A em blocos By, Bo,---,By é
aceitavel quando é verdade que:

(a) nenhum bloco contém, ao mesmo tempo, um estado final e um nao
final; e

(b) sep e q sao estados equivalentes, entdo eles estdo no mesmo bloco.



O algoritmo manterd uma parti¢do de @, que no inicio (ou final) de cada
iteracao é aceitdvel. Queremos que o algoritmo devolva uma particdo onde
dois estados p e ¢ sao equivalentes se e somente se eles estao no mesmo bloco.
Os préximos dois lemas formalizam esse objetivo, mostrando a situacao
inicial e final do algoritmo.

Lema 1 A particio By = F,By = Q — F ¢ aceitdvel.

Lema 2 Uma particio By, By, ---, B, € a particdo que fornece as classes de
equivaléncia em @) se e somente se:

(a) a particao é aceitdvel; e
(b) para cada par de blocos B;, Bj e cada simbolo o € 3,
Vp,q € B;, d(p,0) € Bj = 6(q,0) € B; . (1)

Em outras palavras, pensando no grafo G(A), todos os arcos com rétulo
o que saem (dos vértices) de B; devem chegar a (vértices de) um dnico
bloco.

Portanto, podemos comecar o algoritmo na situacao do Lema 1 e fazer
com que ele chegue 3 situagdo do Lema 2. O préximo lema descreve como
fazer isso, refinando uma particao aceitdvel de uma maneira induzida pelas
condigoes do Lema 2.

Lema 3 Seja By, By, -+, B, uma particao aceitdvel. Suponha que existem
dois blocos B; e Bj, um simbolo o e dois estados p e q tais que:

p,q €< Bi7 5(p1 U) € B] mas 5(q7a) g BJ - (2)

Entdo p e q nao sao estados equivalentes, e podemos obter uma nova
particdo aceitdvel substituindo B; pelos blocos:

B;={s€B;:6(s,0) €B;} e Bi={s€B;j:6(s,0)¢B;}. (3)

Essa substituicao é na verdade uma divisdo do bloco B; em dois blocos.
Considerando novamente G(A), no bloco B; todos os arcos com rétulo o
que saem dele chegam ao bloco B;. Da mesma forma, no bloco E, nenhum
arco com rétulo o chega ao bloco Bj. Note que esse é um refinamento do
bloco B; em dire¢ao ao nosso objetivo descrito no Lema 2. Chamaremos essa,
operacao de divisao do bloco B; em relagdo ao par (Bj,o), ou simplesmente
diwisio de B; em relagdo a (Bj,0).

Usando os lemas vistos até agora, podemos escrever o Algoritmo 4.

O algoritmo termina, pois a cada iteracao um bloco é necessariamente
adicionado na particdo, e ndo podemos ter mais do que n blocos.

Os lemas também podem mostrar que no final da execucao do algoritmo,
a particao obtida é a desejada.



Algoritmo 4

Bl(—F; BQ(—Q—F;

enquanto Jo, B;, B; tais que vale (2) faga
divida B; em relagdo a (Bj,0);

fim.

e Pré-condicdo: no inicio da execugdo temos uma partigio aceitdvel (Le-
ma 1);

e Invariante: apds cada iteracdo, a particdo continua sendo aceitavel
(Lema 3);

e Pés-condicao: no final da execucdo, temos uma particdo aceitdvel e
nela nao existem dois blocos B; e B;, um simbolo o e dois estados p
e ¢q tais que vale (2). Pelo Lema 2, a particao fornece as classes de
equivaléncia de Q.

Melhorias no algoritmo basico: lista L

Note que a ordem em que o Algoritmo (4) faz as operagoes de divisao de
blocos nao importa para a corretude. Entdo em cada iteragdo podemos
determinar todas as divisdes em relacdo a (Bj,o) e depois executar todas
essas divisdes no mesmo passo. Com isso teremos o Algoritmo 5.

Algoritmo 5

Bl(—F; BQ(—Q—F;
enquanto Jo, B;, B; tais que vale (2) faga (5)
determine as divisoes de todos o blocos em relagdo a (Bj,0);

divida cada bloco conforme determinado;
fim.

Esse algoritmo nao é muito eficiente, ji que para verificar a existéncia
da tripla (o, B;, B;) da condigdo do enguanto, precisamos testar todas as
triplas (o, B;, Bj) existentes. Para esse teste somente, o algoritmo precisa
fazer pelo menos |X|n? operacoes.

A estratégia para melhorar a complexidade é justamente reduzir o tempo
gasto na verificacdo da condigdo do enquanto. Faremos isso mantendo uma
lista L dos pares (Bj,0) em relagdo aos quais sabemos que existem blocos
B; que precisam ser divididos. Veremos a seguir como é possivel manter tal
lista L.



Considere a seguinte observagao:

Apds a divisio de todos blocos em relagdo a (Bj,0), todos os
blocos B da particao satisfazem uma, das sequintes condigoes:
(6)
(a) Vg€ B 6(q,0) € Bj, ou
(b) VaeB b(g,0) ¢B;.

Isso nos leva ao seguinte lema:

Lema 4 Suponha que todos os blocos foram divididos em relagdo a (Bj,0).
Entdo ndo serd preciso dividir mais nenhum bloco em rela¢io a (Bj,0).

Com isso concluimos que um par (Bj,o) sé precisa entrar na lista no
maximo uma vez.

O préximo lema descreve o fato que permite reduzir o nimero de ope-
racdes de divisao na préxima versao do algoritmo, ou seja, permite diminuir
o numero de elementos que passam pela lista L.

Lema 5 Suponha que em algum momento o bloco Bj foi dividido nos blocos
Bj e E; (em relag¢do a algum par). Fize um simbolo o. Dividir todos os
blocos em relacdo a quaisquer dois dos trés pares (Bj,0), (Bj,0) e (E;,a)
resulta no mesmo que dividir todos os blocos em relacao a todos os trés pares.

Lema 6 Considere a situacao inicial, onde, digamos, B = @), By = F,
By = @Q — F. Entdo, para um dado simbolo o, é necessdrio dividir todos os
blocos apenas em relagdo a (By,0) ou a (Ba,0).

O Algoritmo 7 usa a lista L conforme discutido.
Comparando com o Algoritmo 5, observa-se que a diferenca esta na es-
colha do par (Bj, o). Para essa escolha, o novo algoritmo manipula a lista L.

O Algoritmo 7 termina, pois o nimero de pares (Bj,o) é limitado; cada
par entra na lista L no maximo uma vez; e a cada iteracao removemos um
elemento da lista L. Precisamos entao saber se esse o algoritmo continua
correto, isto é, se a lista L fornece os pares certos. Para isso vamos atribuir
um significado a lista L.

L é uma lista de pares (Bj,0) em relag¢io aos quais deve-se tentar
dividir todos os blocos para se obter as condig¢des da situacdo (6).
Se para o bloco Bj o par (Bj,0) ¢ L para algum o, entao ou
(Bj,0) jd passou pela lista L (isto €, valem as condi¢ées em (6)),
ou em algum momento até o final da erecugao, as condi¢oes da
situacdo (6) valerdo para (Bj,o0). Nesse dltimo caso, ou (Bj,0)
entrard na lista L ou (Bj,0) € um dos trés pares descritos no
Lema 5 para o qual ndo é preciso dividir nenhum bloco.

A corretude pode ser demonstrada a partir das seguintes condicoes:



e Pré-condigao: a afirmacao (8) é verdadeira pelo Lema 6;
e Invariante: a afirmacao (8) se mantém verdadeira pelos Lemas 4 e 5;

e Poés-condicao: a afirmagao (8) continua verdadeira, pois vale o invari-
ante.

Andlise da complexidade no pior caso

Para analisar a complexidade do algoritmo, precisamos detalhar mais os
passos c¢ e e. Isso é feito no Algoritmo 9, visto mais adiante.
Considere a drvore binaria onde

e 0s nés sdo os blocos;

e a raiz é o bloco com todos os estados, o conjunto @, e os seus filhos
sd0 os blocos By =F e By =@ — F}

e 0s filhos de um bloco B sio os blocos B e B resultantes de sua divisio.

Temos que o numero de nés folhas dessa drvore é limitado por n, por-
tanto, o nimero total de blocos criados durante a execucao do algoritmo é

Algoritmo 7

B« F; Bo«+ Q—F; L=0;
para cada o € ¥ faga
se |Bi| < |Bz| entao L < L+ (By,0);
sendo L + L+ (By,0);
fim;
enquanto L # () faca
b: Pegue um par (Bj,0) de L;
c: Determine as divisoes de todos o blocos em relagdo a (Bj,0);
d: L <~ L — (Bj,0);
e: Divida cada bloco conforme determinado; (7)
f: Atualize L de acordo com as divisoes que ocorreram:
para cada bloco B dividido em B e B faca
para cada o € X faga
se (B,o) € L N
entdo L < L+ (B,o) + (B,o) — (B,0);
sendo se |B| < |B|
entdo L + L+ (B,o0);
sendo L + L+ (B,o);
fim;
fim;
fim.




Algoritmo 9

Bl(—F; BQ(—Q—F; L:Q),
para cada ¢ € X faca
se |Bi| < |Bz| entdo L <+ L+ (By,0);
sendo L < L+ (Bs,0);
fim;
enquanto L # () faga
b: Pegue um par (Bj,0) de L;
c: Determine as divisoes de todos o blocos em relagao a (Bj,0):
D+ 0;
para cada g € B faca D + DU !(g,0) fim;
d: L < L — (Bj,0);
e: Divida cada bloco conforme determinado:
para cada g € D faga
B + bloco em que q estd;
se 6(p,0) € Bj vale para Vp € B (9)
entao nao faca nada;
sendo se B nio tem ainda um irmao B
entéo gere B; B «+ (;
mova g de B para o seu irmao B;
fim;
f: Atualize L de acordo com as divisdes que ocorreram:
para cada bloco B dividido em B e B faga
para cada o € X faga
se (B,o) € L
entdo L + L+ (B,0) + (Bj,0) — (B, 0);
sendo se |B| < |B|
entdo L + L+ (B,0);
sendo L + L+ (B,0);
fim;
fim;

fim.

no maximo 2n. Como cada par (B, o) entra na lista L no miximo uma vez,
o niimero miximo de iteracoes é 2|X|n.

Além disso, a lista L pode ser implementada de modo que as operacoes
b e d gastem tempo constante. Sendo assim, o tempo total' gasto por essas
duas operagdes é O(|X|n). Com a estrutura de dados adequada, isso também
mostra que o tempo total gasto pela operagio f é O(|X|n).

Os tempos das operagdes ¢ e e sdo claramente limitados inferiormente
pelo nimero total de elementos que passam pelo conjunto D.

!Considerando a execucéo toda, nio apenas uma iteracio.
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Para calcularmos esse niimero, vamos considerar uma transicdo particu-
lar 6(g,0) = t. Temos que o nimero de vezes que o par (Bj,0), com t € B,
é escolhido em b é igual ao nimero de vezes que o estado g é adicionado
a D por causa da transicido §(q,0) = t. Suponha entdo que ¢ se encontra
em um Bj, (Bj,0) € L, e o par (Bj,0) é escolhido em b. Como ja foi di-
to, ¢ serd adicionado a D por causa da transi¢do. Na préxima vez em que
isso se repetir, isto é, ¢ se encontra em um B;- e (B;-,a) € L, teremos que
|B}| < |Bj|/2. Isso é verdade porque (Bj, o) nunca mais entrard em L, B’
tem que ser o resultado de alguma divisao de B;. Sejam B; e E; o resultado
da divisdo de Bj. Se o algoritmo insere B, em L, entdo B, < |B;|/2 < E;
Disso, segue que |B;| < |B;|/2. Logo, o niimero de vezes que ¢ ¢ inserido em
D por causa da transi¢do d(g,0) = t é limitado por logn. Como temos no
méximo |X|n transi¢des, entdo o nimero méximo de elementos que passam
por D é O(|Z|nlogn).

A prova de que o tempo de ¢ é limitado superiormente por |X|n logn pode
ser vista em [7]. Ela representa uma dificuldade porque §~!(g, o) pode ser
vazio, e com isso o nimero de elementos que passam por D pode ser menor
do que o nimero de operagoes em c¢. O algoritmo original de Hopcroft [8]
nao necessita dessa demonstracao, pois, para cada bloco B; e simbolo o,
mantém um conjunto

Bi(o) ={q € Bi: 6 '(q,0) # 0} .

Isso facilita a demonstragao, mas complica o algoritmo e aumenta o
espaco em memoria utilizado.

Concluindo, apresentamos na tabela seguinte as complexidades totais de
cada passo do Algoritmo 9.

Passo Complexidade

b O(|Z| n)

c O(|Z| nlogn)

d O(|Z| n)

e O(|Z| nlogn)

f O(|Z| n)
Total  O(|X|nlogn)

No6s implementamos o algoritmo na linguagem C, padrao ANSI, seguindo
as sugestoes de estruturas de dados encontradas no artigo de Gries [7]. O
espaco em memdria utilizado por essas estruturas é O(|X|n).

3.2.3 O algoritmo de Revuz para autématos aciclicos

Um automato A é aciclico se o grafo G(.A) é aciclico. Automatos aciclicos
sdo bastante usados para representar diciondrios [3] e manipular funcgdes
booleanas [4].

O algoritmo de minimizagdo que veremos a seguir tem grande importancia
para essas aplicacoes, pois além de diminuir o espago em meméria utilizado e
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agilizar as buscas com autoématos, ele tem complexidade de tempo O(|X|n).
Lembrando, o algoritmo cléssico tem complexidade O(|3|n?) e o de Hopcroft
O(|Z|nlogn), como ji foi visto.

Seguiremos a descri¢do encontrada em [12].

Defini¢oes adicionais

Na definicao do problema muda apenas a entrada, que é restrita a autématos
finitos deterministicos aciclicos. Portanto, a entrada é um autémato aciclico
A=(Q,%,0,q,F). Com isso, o autémato ndo deve ser completo, isto é, ¢
é uma funcgao parcial.

Como j4 foi mencionado, um autémato aciclico A é um autémato cujo
grafo associado G(A) é aciclico.

Seja X = (z1,x2, -, xE) uma seqiiéncia de palavras. Vamos definir o
prefizo comum de X como sendo a seqiiéncia Y = (y1,¥2,---,yx) definida
da seguinte maneira. Seja

P; = {u : u é um prefixo comum entre z; e z;, para algum j # i} .

Entdo y; é o prefixo de z; tal que |y;| = maz{|u| : u € P;}.

O comprimento do prefixo comum de X é a soma dos comprimentos das
palavras em Y. Essa definicdo serd til para a analise de complexidade de
tempo do algoritmo.

Exemplo 3.1 Se X = (a,b,c), entao o prefiro comum de X sera Y =
(A, A, A) e o comprimento serd 0. Se X = (abd, a, abe, bacd, bacddd, babe, abe),
entao o prefico comum sera Y = (ab,a,abc, bacd, bacd, ba, abc), o compri-
mento do prefizo comum serd |ab|+ |a|+ |abc|+ |bacd| + |bacd| + |ba| + |abc| =
19.

A altura de um estado ¢ do automato aciclico A, ou h(q), é o tamanho
do caminho de maior comprimento que comeca em ¢ e chega a um estado
final. Mais formalmente, h(q) = maz{|z| : 6(¢q,z) € F}.

Essa funcio altura induz uma partigdo II = Ilp, IIy, - - -, IIp (g, de @: II;
serd o conjunto ou bloco de estados de altura ¢. Diremos que conjunto II; é
distinto se nenhum par de estados em II; é equivalente.

Idéia do algoritmo

A idéia do algoritmo é simples. Informalmente, dado o autémato aciclico
A, a parti¢io II é calculada e cada estado ¢ é nomeado com uma palavra,
que descreve as suas transi¢oes 6(g,o0). Os nomes dos estados sao dados
de tal forma que, se dois estados possuem nomes iguais, eles sao equivalen-
tes. Portanto, o algoritmo percorre os blocos Ilg, II;,Ils, - - - nessa ordem,
aplicando uma ordenagao lexicografica nos nomes dos estados de cada bloco
II;, e dessa forma encontrando os estados com nomes iguais. Os estados
equivalentes sdo entdo unidos, formando um tnico estado. A nomeacao dos
estados é feita uma tnica vez em cada estado, e a ordenacao é feita em
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tempo linear, logo, a complexidade de tempo total é linear no nimero de
transicoes (O(|X|n)).

A dificuldade maior estd em criar os nomes de forma que o gasto total
com as ordenagées seja de fato linear. Embora o algoritmo de ordenacdo em
si seja linear no tamanho da entrada, o tamanho dos nomes poderia nao ser
linear em relagao ao tamanho do autémato.

O algoritmo

A seguinte propriedade relaciona a func¢io altura com a equivaléncia dos
estados.

Propriedade 7 Se todo 11, com j < i, € distinto, entao dois estados p e
q em 1I; sdo equivalentes se e somente se para qualquer simbolo o € ¥ vale

que 0(q,0) = d(p, o).

Com essa propriedade, é possivel construir um algoritmo simples. Pri-
meiro devemos criar a particdo IT induzida pelas alturas. Isso é feito percor-
rendo G(A) como em uma busca em profundidade. A complexidade desse
passo é O(e), onde o nimero de transicoes e é no miximo |X|n. Em seguida,
para cada nivel encontramos os estados equivalentes através da ordenacao
lexicografica. Veja o Algoritmo 10.

Algoritmo 10

calcule a partigao II = 1Ilo, Iy, - - -, [T} 4,y induzida pelas alturas;
para i < 0 até h(qo) faca (10)
ordene os estados de II; pelos seus arcos;

una todos os estados equivalentes;
fim.

A Propriedade 7 pode mostrar que esse algoritmo é correto. Ademais,
podemos executar o passo de uniao dos estados integrado ao passo da orde-
nagao. Isso nos permite enunciar o seguinte lemas:

Lema 8 Usando uma ordenagdo com complezidade de tempo O(f(n)), o Al-
goritmo 10 minimiza um autémato aciclico em O(E?L%O) f(I)). A com-
plexidade total é O(e + Z?i%o) FUIL])).

A seguir detalharemos o passo de ordenagdo e unido dos estados.

Ordenacgao lexicografica

Para a ordenacgdo, nomearemos cada estado com uma palavra e aplicaremos
uma, ordenacgao lexicogrifica. Essa ordenagao consiste de varias aplicagoes
de um outro algoritmo conhecido como bucket sort. Note que o algoritmo
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que usaremos € um pouco mais simples, pois queremos apenas distingiiir os
elementos.

o Bucket sort

Ordena uma seqiiéncia a1, as, - - -, a, de inteiros 1 < a; < m executan-
do os seguintes passos:

1. Construa um vetor B de filas vazias: B[l..m];

2. Percorra a sequéncia ai,a9,::+,a, inserindo o elemento a; em
Bla;], o a;-ésimo bucket;

3. A concatenagao das filas B[1]B[2]--- B[m] é a seqiiencia ordena-
da.

As complexidades de tempo e espago sao O(n + m).

e Ordenacao lexicogrifica

Ordena uma sequéncia S = (Aj, Ag, -+, Ay) de k-uplas A; = (a1,
aio, "+ ,a;), onde 1 < a;; < m. No primeiro passo, aplica-se o algorit-
mo bucket sort na sequéncia S considerando o k-ésimo inteiro de cada
k-upla, ou seja, o bucket sort considerard a seqiiéncia a1, o, - - - 5 Apk,
mas ordenara na verdade a seqiiéncia S. O proximo passo considerara
o (k — 1)-ésimo inteiro de cada A; e a seqiiéncia S ji ordenada de
acordo com o k-ésimo inteiro. Portanto, por indugao, a sequiéncia final
é a sequéncia S ordenada.

A complexidade de tempo é O(k(n + m)) e o espago em memoria é
O(n+m).

A generalizagdo da ordenacio lexicografica para sequéncias de k-uplas
de tamanho varidvel, entre 1 e L;,q,, €é feita ordenando-se primeiro pelo
tamanho das k-uplas e em seguida aplicando-se as ordenagoes, com uma,
pequena diferenca. Quando o algoritmo considera o [-ésimo inteiro apenas
as k-uplas com pelo menos [ inteiros sao ordenadas.

Uma descricdo completa desse algoritmo pode ser encontrada em [2].
Com um pouco mais de sofisticagdo, esse algoritmo pode ser melhorado
aplicando-se os bucket sorts da esquerda para a direita. Nao explicaremos
os detalhes aqui, mas usaremos essa idéia no Algoritmo 11, mostrado mais
adiante.

Eis o que o Algoritmo 11 faz.

Lema 9 Seja uma seqiéncia de n k-uplas, com k varidvel, onde cada com-
ponente de uma k-upla estd entre 1 e m. O Algoritmo 11 devolve a lista
das k-uplas que sao iguais a pelo menos uma outra k-upla da seqiéncia. O
tempo gasto pelo algoritmo é O(n'), onde n' é o comprimento do prefixo
comum da seqiéncia. O espago em memdria necessdrio é O(n + m).
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O algoritmo final

Vamos tentar finalmente juntar o Algortimo 11 ao Algoritmo 10 para ob-
termos um algoritmo linear. Para isso é preciso discutir a nomeagao dos
estados. Cada estado ¢ receberd um rétulo, definido da seguinte maneira.

rétulo(q) = (F ou N, o1, p1, 02, P2, -+, Ok, Pk) »

onde F' ou N diz se o estado ¢ é final ou nao, o; é o simbolo do i-ésimo arco,
e p; é um identificador (nimero) do estado apontado pelo i-ésimo arco. A
subseqiiéncia (01,09, --,0x) deve estar ordenada.

De acordo com o Lema 8, com esses rétulos nds obteremos uma com-
plexidade de tempo O(E?:(%O) 7} + €) no total, onde 7, é o comprimento do

Algoritmo 11

Entrada: a seqiiéncia Aj, Ag,---, A, de ki-uplas (ai,as,---,
ar;,$), onde a; estd entre 1 e m.
Saida: LIGUAIS, a lista de k;-uplas iguais.

coloque Aj, Ag,---, A, em LISTA;
insira LISTA em FILA2;
1 < 0;
repita
mova, FILA2 para FILAT;
1++;
enquanto FILA1 nao vazia faga
seja L a primeira lista em FILAI;
remova L de FILAT1;
enquanto L nio vazia faga (11)
seja A= (a1,a9,--+,ax,$) a primeira k-upla em L;
remova A de L;
se Bla;] vazio
entao adicione a; a NAOVAZIOS;
mova A para o bucket Bla;l;
fim;
para cada a € NAOVAZIOS tal que a # $
e Bla] tenha mais de um elemento faca
mova os elementos de B[a] para uma lista LTEMP;
insira LTEMP em FILA2;
fim;
descarte os buckets que contenham apenas uma k-upla;
mova os elementos de B[$] para LIGUAIS;
fim;
até FILA2 vazia;
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prefizo comum dos rétulos dos estados de altura ¢. Portanto, para obtermos
a linearidade, precisamos limitar o tamanho dos rétulos, que de certa forma
dependem da representacao dos valores p;, os nimeros dos estados. Por
exemplo:

e Se representarmos esses numeros com digitos, o comprimento da re-
presentacao de cada um deles serd limitado por log |Q|. Assim, o com-
primento dos rétulos crescerd por um fator log|@|, ou seja, o tempo
nao serd linear.

e Podemos entao enxergar os nimeros como sendo letras, mas assim
o tamanho do vetor B de filas (buckets) terd que ser maz{|Q|,|Z|}-
Entretanto, note que desse modo, teremos que

h(qo h(qo)

) (
7€ = j{: |Eil
=0

no pior caso, onde E; é o nimero de arcos que saem dos estados de
II;. Entdo a complexidade de tempo sera:

=0

h(qo)
O(Z |Ei| +e) =0(e+e) =0(%n) .
i=0

No6s diminuiremos o limitante para o tamanho do vetor B com uma
renumeragcao dos estados. A idéia é reutilizar os nimeros a cada ordenagao.
Para isso, um estado s6 receberd um ndmero se ele for usado. Entao a
cada estado estard associado um par (alt,num). O valor num é o niimero
atribuido ao estado quando ele foi usado na ordenacao do bloco Il,;. Se
estivermos ordenando o bloco II; e precisarmos do estado ¢, cujo par é
(h,ntdimero), teremos duas possibilidades:

- Se h # i, entao numero nao é mais valido. O par de ¢q é trocado pelo
par (i, novo_nidmero) e o valor usado pelo bucket sort é novo_nimero.

- Se h = i, entao nimero é usado.

O Algoritmo 12 é uma, fungao que recebe um estado ¢, uma altura h e um
numero 7, e devolve um nimero que representa o estado ¢ num determinado
momento da execugao do algoritmo, conforme a discussao acima.

Agora o tamanho do vetor B estd limitado por maz{|%|, maﬂc{Ei}?i%o) .

Finalmente, o Algoritmo 13 mostrado mais & frente é a versao final.
3.3 Uso de automatos finitos num problema de busca de pa-
droes

Neste projeto, estudamos também um problema particular de busca de pa-
droes em textos. Trata-se do caso em que o padrao é um conjunto finito K
de palavras.
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Algoritmo 12

funcdo renumera(estado q, altura h, ndmero n)
se (q.alt # h) entao
q.alt < h; (12)
g-num < n;
n+-+;
devolva (g.num);
fim.

O nosso estudo foi centrado no algoritmo classico de Alfred Aho e
Margaret Corasick. Em [1] eles apresentam o algoritmo, tendo como mo-
tivacao a otimizacao de um sistema de consulta a um banco de dados de
referéncias bibliograficas. Os resultados em relagao aos algoritmos conven-
cionais da época foram excelentes. Outras descrigées do algoritmo podem
ser encontradas em [5, 6].

Vamos entao descrever o problema e o modelo de solugao, que envolve a
construgao de um autémato finito deterministico que representa as palavras
em K. Para essa construgao foram aplicadas algumas idéias do algoritmo
KMP, de Knuth, Morris e Pratt [10]. Esse algoritmo resolve o problema da
busca de padrées para o caso em que o padrao é uma palavra.

3.3.1 Descricao do Problema

Seja K = {y1,%2, *,Yx} um conjunto finito de palavras em ¥*, as quais
chamaremos de palavras-chave, e x, também em X*, uma palavra qualquer
que chamaremos de texto. O problema que queremos resolver é localizar e
identificar todos os fatores de z que sao também palavras-chave.

Para isso, utilizaremos um autéomato que reconhece a linguagem >*K.
O autémato recebe como entrada o texto = e gera uma saida contendo as
posicoes em z onde alguma palavra-chave aparece como fator. Essa fase é a
busca propriamente dita, e sua complexidade de tempo é O(|z|), dependendo
da implementacao da funcao de transicdo. Note que esse tempo nao depende
do nimero de palavras-chave.

H4 também a fase de construcdo do automato. Ela é feita em duas
etapas, em tempo O(|X'|m) no total, onde m é a soma dos comprimentos
das palavras em K e ¥/ C ¥ é o conjunto dos simbolos que ocorrem em K. A
primeira etapa consiste em construir, a partir do conjunto K, uma maquina
de estados muito semelhante a um automato finito deterministico. KEssa
construgao utiliza as idéias do algoritmo KMP, e pode ser feita em tempo
O(m), dependendo da implementagao. Em seguida, a partir da maquina de
estados, obtém-se em tempo O(|X'|m) o autémato finito deterministico, que
reconhece a linguagem >*K.

Portanto, o tempo de construir e aplicar a maquina de estados é O(|z| +
m). Note que aplicando o algoritmo KMP k vezes com entrada z, uma vez
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Algoritmo 13

Calcule h para todos os estados e crie a particao II;
Una todos os estados em Ily; // eles sao equivalentes
para j < 1 até h(q) — 1 faga
coloque II; como uma lista em FILA2; ¢ < 0;
repita
mova FILA2 para FILAL,;
14++;
enquanto FILA1 n3o vazia faca
seja L a primeira lista em FILA1; remova L de FILAT;
enquanto L n3o vazia faga
seja S o primeiro estado em L; remova S de L;
mova S para o bucket Bla;|;
fim;
para cada a # $ tal que
Bla] tem mais de um elemento faga
insira os elementos de B[a] como uma lista em FILA2;
fim;

?

(13)

una todos os estados em B[$];
reinicialize os buckets;
fim;
até FILA2 vazia;
fim.

para cada palavra em K, a complexidade total de pior caso seria O(k|z|+m).

3.3.2 O algoritmo de Aho e Corasick

Como ja mencionamos, o algoritmo funciona em duas fases. A primeira cons-
tréi um autémato finito deterministico que reconhece a linguagem ¥*K. A
segunda executa a busca fornecendo o texto z como entrada para o autéomato.

A maéaquina de estados inicial

Comecaremos a construcao do automato com a construcao de uma maquina,
de estados que possui um conjunto finito de estados e trés fungoes. Essa
maquina funcionard da seguinte forma: ela recebe uma palavra x e 1é ca-
da simbolo de z em seqiiéncia. Para cada simbolo, ela executa algumas
transicoes de estado e possivelmente gera uma saida. De fato, ela é muito
semelhante a um autémato finito deterministico, a diferenca é que ha duas
fungoes de transicao, a usual, que chamaremos de g, e a de falha, que cha-
maremos de f. A funcdo f é usada para “voltar” algumas transi¢des no caso
em que a fun¢do g indica falha; ela tem o mesmo significado da fungao de
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falha do algortimo KMP. H4 também a funcao saida, que associa uma saida
a cada estado.

Para facilitar o nosso estudo, vamos definir a méquina de estados a partir
de um automato finito deterministico.

A méquina de estados é uma tripla (B, f, saida), onde

e B = (QU{falha},%,g,q,F) é um autémato finito deterministico
onde

- ( é um conjunto finito de estados;

Y. é o alfabeto de entrada;

- g: QXX — QU{falha} é a funcdo de transigio;
- qo é o estado inicial;

- F é o conjunto de estados finais.

Note que adicionamos um estado com nome falha. Para todo g em
Q@ e todo o em X, chamaremos as transigoes tais que g(q,0) = falha
de transi¢bes ndo definidas. Convencionamos também que g(qop,0) #
falha, para todo o € X.

e f:Q — @ é a funcao de transicio de falha;
e saida: Q — 2% é a funcdo de saida;

Cada ciclo da maquina é definido da forma a seguir. Seja ¢ o estado
atual e o o simbolo corrente da entrada x.

1. Se g(q,0) = ¢, ¢’ € Q, a miquina faz uma transi¢ao usual, correspon-
dente & transi¢do do autémato B. Ou seja, muda para o estado ¢’ e
avanca a cabeca de leitura. Se saida(q') # 0, entdo 0o mdquina emite
saida(q') e a posi¢ao do ultimo simbolo lido como parte da saida. A
magquina entao comegard outro ciclo.

2. Se g(q,0) = falha, que é uma transi¢do ndo definida em B, a miquina
faz uma transicao de falha: digamos que f(q) = ¢, entdao a maquina
reinicia o ciclo com ¢ = ¢’ e o continuando como simbolo corrente.
Note que a m&aquina estd fazendo uma nova tentativa de encontrar
uma palavra-chave, ja que o autémato B apontou uma falha.

O Algoritmo 14 descreve mais precisamente o comportamento da maquina.
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Algoritmo 14

FEntradae: Uma palavra x = o01,09,:-+,0,, onde cada o; é um
simbolo de entrada, e a maquina de estados descrita acima.
Saida: As posicoes das ocorréncias das palavras-chave em z.

estado + 0;
para i < 1 até n faga
enquanto g(estado, o;) = falha faga (14)
estado < f(estado);
fim;
estado < g(estado, 0;);
se saida(estado) # ()
entao
imprima %;
imprima saida(estado);

fim.

Para que essa mdquina seja capaz de resolver o problema, ela deve sa-
tisfazer os requisitos que discutiremos informalmente a seguir.

1. Considerando o grafo G(B) sem as transi¢oes ndo definidas e sem os
possiveis lacos do estado gy, teremos que ter uma arvore onde:

e Cada né (estado) representa um prefixo de alguma palavra-chave.
e A raiz é o estado ¢o e representa a palavra vazia.

e Sejamgepem (Q e c em Y. Sejam também z o prefixo represen-
tado por g e y o prefixo representado por p. Entao, a transicao
g(gq,0) = p significa que zo = y.

Essa arvore é conhecida como arvore de busca digital que contém as
palavras em K. Vamos chamar essa arvore de 7.

Além disso, por definigdo, faremos com que g(go,0) = qo, para todo o
tal que g(qo, o) nao foi definido acima. Para as outras transigoes g(q, o)
nao definidas, onde g € Q e o € X, faremos com que ¢(q,0) = falha.

2. Sejam g e p em @, u o prefixo representado por g e v o prefixo re-
presentado por p. A funcgdo f deve ser tal que f(q) = p se e somente
se v é o sufixo de maior comprimento de u que é também prefixo de
alguma palavra em K. A funcdo falha definida desse modo tem gran-
de importancia para a complexidade final do algoritmo. Ela permite
que na busca nunca seja necessario voltar na entrada z. Lembrando
novamente, essa é a mesma idéia usada no algoritmo KMP.

3. Sejam g em @) e u o prefixo representado por q. A funcio saida deve
ser tal que

saida(q) = {v:v € K e v é sufixo de u} .
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Construgao da maquina de estados

Construiremos primeiro o autéomato B, e nessa construcao ja é possivel de-
finir parte da funcao saida. Entao, a partir de B, construiremos a funcgio
f- A construgao definitiva de saida também serd feita em conjunto com a
contrucao de f.

A construcdo de B seré feita a partir da arvore T' descrita anteriormente.
Inicialmente, a arvore T' s6 possui o né raiz, que, lembrando, representa a
palavra vazia. Para cada palavra y em K, insira y em T da seguinte forma.

1. Percorra T até o estado p de forma que p represente o maior prefixo
de y que esteja em 7.

2. A partir de p, insira um novo caminho em 7' de tal forma que o tltimo
estado do caminho represente a palavra y. Seja g esse ultimo estado.

3. Defina saida(q) = {y}.

Execute entao a finalizagao a seguir.

1. Para todo o € ¥ tal que g(qp,0) ainda ndo foi definido, considere
9(q0,0) = qo-

2. Para todo 0 € ¥ e ¢ € @ tais que g(g,0) ainda nao foi definido,
considere g(g,0) = falha.

3. O conjunto de estados finais de B é F = {q € Q : saida(q) # 0}.

O Algoritmo 15 mostra esse procedimento em linguagem mais precisa.

Para a construgao de f e o restante de saida, novamente nos guiaremos
pelos requisitos discutidos anteriormente.

Usaremos o Algoritmo 16, que percorre a arvore T' como em uma busca
em largura. Portanto, fica claro que a construcido de f é feita a partir da
funcao g. Vamos introduzir entdo a nogao de profundidade. A profundidade
de um estado ¢ em 7' é o tamanho do caminho de menor comprimento que
comeca em qq e termina em gq.

O Algoritmo 16 percorre a arvore por nivel de profundidade, comegando
da profundidade 1. A funcdo falha de um estado é definida a partir dos
estados das profundidades menores do que a dele. Podemos ja definir inici-
almente f(q) = go para todo ¢ que tenha profundidade 1. Suponha agora
que f ja tenha sido definida para todos os estados de nivel menor do que d.
Sejam ¢ € @ um estado de nivel d—1 e p € Q um estado tal que g(g,0) =p
para algum o € X (p é de nivel d), queremos definir f(p). Seja u a palavra
representada por ¢ em T, e v = uo a palavra representada por p. Temos
que f(q) = r € Q representa o prefixo de maior comprimento z de alguma
palavra-chave que é também um sufixo de u. O algoritmo entdo procura
pelo estado g(r,0) = s que representa o prefixo zo, tal que v = tzo, pa-
ra algum ¢t € ¥*. Se s # falha, entdo podemos definir f(p) = s. Caso
contrario, consideramos f(r), que também representa um sufixo de u que é
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Algoritmo 15

Entrada: O conjunto de palavras-chave K = {y1,y2, -, yx}-
Saida: A funcao g e a funcao saida parcialmente definida.
Observagdo: Assumiremos que, para todo novo estado ¢ criado,
g(q,0) = falha para todo o € .

novoestado < 0;
qo + novoestado;
saida(qo) = 0;

para i < 1 até k faga
Seja Y = 0102 O
estado < qo; 7 < 1;
enquanto g(estado, 0;) # falha faga
estado < g(estado, 0;); (15)
JH+
fim;
para p < j até m; faga
novoestado++;
g(estado, o)) < novoestado;
saida(novoestado) = ;
estado < novoestado;
fim;
saida(estado) < {y; };
fim;

para todo ¢ € X tal que g(qo,0) = falha faga

9(q0, ) + qo;
fim.

prefixo de alguma palavra-chave. Logo, podemos aplicar a mesma idéia até
encontrarmos f(p). Num caso extremo, f(p) = qo, pois g(qo, o) # falha.
Ao definirmos f(p), temos que a palavra w representada por f(p) é um
sufixo da palavra v representada por p. Logo, podemos dizer que saida(f(p))
deve estar contido em saida(p).
Veja entdo o Algoritmo 16.

Comentarios sobre as complexidades

e Busca

Podemos ver que cada passo do lago mais externo do Algoritmo 14
processa um simbolo de z. Logo, o ntimero de iteragdes é |z|. E visfvel
também que a cada iteragao, o algoritmo executa uma transicao g,
entdo o numero de transigdes usuais também é |z|. Temos ainda que
o numero total de transicoes de falha nao pode ultrapassar o niimero
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Algoritmo 16

Entrada: As fungdes g e saida devolvidas pelo Algoritmo 15.
Saida: Funcoes f e saida.

fila + fila vazia;
para cada o tal que g(qo,0) # qo faga
s = 9(qo,0);
insira s na fila;
f(s) < qo;
fim;
enquanto fila nao vazia faga
seja r o proximo estado da fila; (16)
remova 1 da fila;
para cada o tal que g(r,0) # falha faga
s =g(r,0);
insira s na fila;
estado < f(r);
enquanto g(estado,o) = falha faga
estado < f(estado);
fim;
f(s) < g(estado, 0);
saida(s) < saida(s) U saida(f(s));
fim;

fim.

de transigoes usuais em nenhum momento da execucao do algoritmo.
Logo, o nimero de transi¢des de falha é, no pior caso, |z|. Disso segue
que o tempo gasto pelo Algoritmo 14 é O(|z|).

e (Construcdo

Nao ha muitas dificuldades para observarmos que o Algoritmo 15 tem
complexidade de tempo O(m).

O Algoritmo 16 também possui complexidade de tempo O(m), mas é
preciso usar um argumento semelhante ao da justificativa da busca.

Portanto, o algoritmo todo, que compreende a construgao e a busca, tem
complexidade de tempo O(|z| + m).

Obtencao do autémato finito deterministico final

Podemos obter um autémato finito deterministico a partir da maquina de
estados descrita até agora.

Para isso definiremos a funcao de transicdo d de forma que ela faca o
papel das funcoes g e f. Note que desse modo a busca fica mais simples,
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assim como o calculo da complexidade de tempo, pois é feita exatamente
uma transicdo por simbolo da entrada x.

A idéia é esbogada a seguir. Sejam g € Q e 0 € X. Se g(q,0) =
falha, entdo podemos dizer que §(q,0) = 6(f(g),o). Caso contririo, temos
simplesmente que §(q,0) = g(q, o).

A descrigao completa pode ser vista no Algoritmo 17.

Algoritmo 17

Entrada: A fungdo g devolvida pelo Algoritmo 15 e a fungao f
devolvida pelo Algoritmo 16.
Saida: A funcao ¢ para o autémato final.

fila < fila vazia;
para cada o € X faca
6(q0,0) = g(qo,0);
se g(qo,0) # qo entao insira g(qo,0) na fila;
fim,;
enquanto fila nao vazia faga (17)
seja r o proximo estado da fila;
remova r da fila;
para cada o € ¥ faga
se g(r,o) # falha
entao
s = g(r,0);
insira s na fila;
o(r,0) < s;
sendo 0(r,0) < 0(f(r),0);
fim;
fim.

A complexidade de tempo dessa construgao é O(|X|m). O numero de
operagoes da busca usando a maquina de estados pode ser reduzido em
até metade se usarmos o automato, ja que o autémato nao faz transicoes de
falha. Porém, ndo hd uma forma confidvel de estimar essa reducdo. Ademais,
a complexidade de tempo da busca é a mesma.

4 Observacoes e Conclusoes

Nao foi possivel cumprir o plano integralmente. Porém, a renovagao da bolsa
foi aprovada, € o novo plano prevé o estudo dos tépicos que nao puderam
ser pesquisados e uma, continuagdo. Em resumo, o novo plano é o seguinte:

e Implementar e testar os algoritmos de Revuz e Aho-Corasick.

e Estudar o Automato dos Sufixos.
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Independentemente das metas nao cumpridas, o projeto tem preparado
o aluno para futuros projetos que envolvam estudo de aplicacGes mais com-
plexas da Teoria de Automatos Finitos. Ademais, as atividades realizadas
até o momento fizeram com que o aluno chegasse mais préximo ao ambiente
de pesquisa e da pds-graduagao.
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