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Resumo

Em teoria dos grafos, problemas sobre caminhos são uns dos mais fundamentais.
Dentre estes, destaca-se o problema da existência e busca de caminhos de certos com-
primentos. Nesse trabalho daremos enfoque a problemas sobre caminhos mais longos
em grafos. Consideraremos basicamente duas classes de problemas: os de natureza
algoŕıtmica e os de natureza estrutural.
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3.1 Casos particulares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
3.2 Grafos intervalo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

4 O Problema estrutural 11
4.1 Primeiro exemplo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
4.2 Exemplo minimal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
4.3 Grafos planares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
4.4 Grafos 2-conexos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
4.5 Grafos 3-conexos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
4.6 Grafos 4-conexos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
4.7 Alguns resultados positivos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
4.8 Grafos divididos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
4.9 Grafos arco-circulares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
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1 Introdução

Nesta monografia, apresentamos alguns problemas sobre caminhos mais longos em um
grafo. Consideraremos basicamente duas classes de problemas: os de natureza algoŕıtmica e
os de natureza estrutural.

Na primeira parte, investigaremos o problema de encontrar um caminho mais longo em
um grafo. Este problema é NP-dif́ıcil para grafos arbitrários [6]. Porém, para algumas classes
espećıficas de grafos existem algoritmos polinomiais para encontrar um caminho mais longo.
Nesse trabalho estudaremos algumas dessas classes e os respectivos algoritmos.

Na segunda parte, apresentaremos uma resenha sobre problemas de enfoque mais es-
trutural relativos à intersecção de caminhos mais longos em um grafo. Mais precisamente,
investigaremos problemas motivados pela seguinte questão levantada por Gallai [5] em 1966:
é verdade que em um grafo conexo existe um vértice comum a todos os seus caminhos mais
longos? Sabe-se que a resposta a essa questão é negativa. Há, porém, algumas classes de
grafos para as quais a resposta é positiva. Estudaremos o caso em que se considera a inter-
secção de todos os caminhos mais longos, e também o caso em que se considera apenas um
número fixo de caminhos mais longos. Investigaremos essas questões em grafos arbitrários,
e também em certas classes especiais de grafos. Mencionaremos alguns resultados conheci-
dos, e apresentaremos a prova de alguns deles. Além da resenha, apresentaremos alguns
resultados que obtivemos recentemente sobre este tópico.

O material a ser apresentado aqui está organizado da seguinte forma. Na Seção 2 apre-
sentamos os conceitos básicos e a notação utilizada nesta monografia. Também definimos
várias classes de grafos que mencionamos neste trabalho. Na Seção 3 tratamos do problema
de encontrar um caminho mais longo num grafo. Discutimos sua complexidade computa-
cional, e apresentamos um algoritmo, proposto por Dijkstra, que resolve este problema para
árvores. Também mencionamos outras classes de grafos para as quais existe algoritmo poli-
nomial que encontra um caminho mais longo no grafo. Na Seção 4 tratamos da intersecção
de todos os caminhos mais longos em um grafo. Mostramos alguns exemplos que mostram
que essa intersecção pode ser vazia, mesmo quando impomos algumas restrições nos grafos.
Ainda nessa seção apresentamos as classes de grafos para os quais sempre existe um vértice
comum a todos os caminhos mais longos e outros resultados conhecidos sobre a intersecção
de um número fixo de caminhos mais longos.Finalmente, na Seção 5, apresentamos alguns
resultados que obtivemos recentemente.
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2 Preliminares

Vamos apresentar algumas definições que serão usadas ao longo do artigo. Para maiores
detalhes, recomendamos consultar o livro Graph Theory, de Bondy e Murty [3].

Um grafo é um par ordenado (V,E), onde V e E são conjuntos disjuntos, e cada elemento
de E corresponde a um par não-ordenado de elementos necessariamente distintos de V . Os
elementos do conjunto V são chamados vértices e os elementos do conjunto E são chamados
arestas. Observamos que os objetos definidos como grafos, em muitos textos, são chamados
de grafos simples. Trataremos apenas de grafos finitos: aqueles que têm um número finito
de vértices e de arestas.

Se G é um grafo, então também denotamos o seu conjunto de vértices por V (G), e o seu
conjunto de arestas por E(G). Assim, tendo o nome de um grafo, ainda que os nomes do seu
conjunto de vértices e do seu conjunto de arestas não sejam explicitados, podemos sempre
nos referir a esses objetos.

Quando uma aresta a corresponde a um par {u, v} de vértices, denotamos isso escrevendo
a = uv e dizemos que a vai de u para v, ou liga os vértices u e v, ou incide em u (e
em v). Também dizemos que u e v são os extremos (ou as pontas) de a; que u e v são
adjacentes (ou vizinhos), e que u é adjacente a v.

Um vértice é dito isolado se não tem vizinhos no grafo. Um vértice é dito dominante
se é vizinho de todos os demais vértices do grafo. Pares de vértices não-adjacentes são ditos
independentes. Um conjunto de vértices é chamado independente se forem dois a dois
independentes.

Sejam G e H dois grafos. Dizemos que G é isomorfo a H se existe uma bijeção ϕ :
V (G)→ V (H) tal que uv ∈ E(G)⇔ ϕ(u)ϕ(v) ∈ E(H) para todo u, v ∈ V (G). A bijeção ϕ
é chamada um isomorfismo.

Um grafo H é um subgrafo de um grafo G se V (H) ⊆ V (G) e E(H) ⊆ E(G); escrevemos
H ⊆ G. Neste caso, também dizemos que H está contido em G, ou que G contém H, ou
que G é um supergrafo de H. Se H ⊆ G, mas H 6= G então dizemos que H é um subgrafo
próprio de G, e escrevemos H ⊂ G.

Se G é um grafo e ∅ 6= X ⊆ V (G) então o subgrafo de G induzido (ou gerado) por
X é o subgrafo H de G tal que V (H) = X e E(H) é precisamente o conjunto das arestas
de G que têm ambos os extremos em X. Denotamos por G − X o subgrafo induzido por
V (G) \X; é o subgrafo obtido de G removendo-se todos os vértices em X e todas as arestas
que incidem neles.

Se G é um grafo e ∅ 6= F ⊆ E(G) então denotamos por G − F o subgrafo de G obtido
removendo-se as arestas em F . Para simplificar, em vez de G−{a} escrevemos G− a, onde
a é um vértice ou uma aresta de G.

Um grafo completo é um grafo em que quaisquer dois de seus vértices distintos são
adjacentes. Uma clique é um subgrafo de G que é um grafo completo.

Um passeio em um grafo é uma seqüência finita não vazia P = (v0, v1, . . . , vk), onde
vi−1vi ∈ E(G) para todo 1 ≤ i ≤ k. Dizemos que P é um passeio de v0 a (para) vk,
e P passa pelos vértices vi e pelas arestas vi−1vi. Os vértices v0 e vk são a origem e o
término de P , respectivamente; e os vértices v1, . . . , vk−1 são chamados vértices internos
de P . O conjunto dos vértices e das arestas que definem P é denotado por V (P ) e E(P ),
respectivamente. O comprimento de P , denotado por ‖P‖, é o número de arestas de P .
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Um caminho é um passeio sem vértices repetidos. Um circuito é um passeio em que, a
menos da origem e do término, que necessariamente coincidem, todos os vértices são distintos.
Um caminho hamiltoniano em um grafo G é um caminho que passa por todos os vértices
de G.

O inverso de um caminho P = (v0, v1, . . . , vk), denotado por P−1, é o cami-
nho (vk, . . . , v1, v0). A concatenação de dois caminhos P = (v0, v1, . . . , vk) e Q =
(u0, u1, . . . , un), definida se vk = u0, é o passeio (v0, v1, . . . , vk, u1, . . . , un). Denotamos esta
operação por P ·Q. Note que P · Q forma um caminho se, a menos de vk e u0 que neces-
sariamente coincidem, os demais vértices de P são distintos dos demais vértices de Q.

A união (a intersecção) de dois grafos G e G′ forma um grafo H tal que V (H) =
V (G) ∪ V (G′) (= V (G) ∩ V (G′)) e E(H) = E(G) ∪ E(G′) (= E(G) ∩ E(G′)). Dizemos
que dois grafos se intersectam se têm intersecção não vazia. Dizemos que dois grafos são
disjuntos se têm intersecção vazia.

O termo passeio (respectivamente caminho, circuito) também será usado para denotar
um grafo ou subgrafo cujos vértices e arestas são os termos de um passeio (respectivamente
caminho, circuito).

Um grafo G é conexo se, para todo par de vértices distintos u, v, existe em G um caminho
de u a v. Um grafo G é k-conexo (k ≥ 1) se, para todo par de vértices distintos u, v, existem
em G k caminhos disjuntos de u a v. Se um grafo G é k-conexo e outro grafo H é l-conexo
e k > l dizemos que G tem maior conectividade que H.

Um (sub)grafo G é dito maximal (respectivamente minimal) em relação a uma certa
propriedade P (por exemplo, ser conexo) se G tem a propriedade P , mas nenhum supergrafo
(respectivamente subgrafo) próprio de G tem a propriedade P . Por exemplo, dizer que H é
um subgrafo conexo maximal de G equivale a dizer que H é um subgrafo conexo de G e além
disso, não existe nenhum supergrafo próprio de H que é um subgrafo conexo de G. Note que,
nada impede que G tenha um outro subgrafo conexo de tamanho maior ou igual ao de H.

Um subgrafo conexo maximal de um grafo é chamado componente. Dizemos que um
vértice v de um grafo G é um vértice-de-corte se o número de componentes de G − v
é maior do que o número de componentes de G. Uma aresta e tal que G − e tem mais
componentes que G é chamada ponte ou aresta-de-corte.

Um bloco é um subgrafo 2-conexo maximal ou uma ponte ou um vértice isolado. Um
bloco trivial é uma ponte ou um vértice isolado.

2.1 Classes de grafos

Uma classe de grafos é um conjunto de grafos que satisfazem determinadas propriedades.
Definimos algumas classes que serão usadas mais adiante.

• Um grafo é planar se é posśıvel desenhá-lo no plano sem cruzamento de arestas.

• Um grafo é uma árvore se é conexo e não contém circuitos.

• Um grafo G é bipartido se V (G) pode ser particionado em dois conjuntos X e Y
(X ∪Y = V (G) e X ∩Y = ∅) de modo que cada aresta de G tenha um extremo em X
e outro em Y . Uma tal partição é chamada uma bipartição do grafo.
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• Um grafo é um grafo dividido (ou um grafo split) se o conjunto de seus vértices
pode ser particionado em dois conjuntos X e Y , tais que X induz uma clique e Y um
conjunto independente.

• Um grafo é hamiltoniano-conexo se, para todo par de vértices distintos u, v, existe
em G um caminho hamiltoniano de u a v.

Vamos introduzir aqui duas classes de grafos que têm uma estrutura semelhante a
árvores.

• Um grafo G é um grafo de blocos se G é conexo e todo subgrafo 2-conexo maximal
é uma clique. Grafos de blocos podem ser obtidos a partir de uma árvore substituindo
cada aresta da árvore por uma clique e de modo que as cliques tenham no máximo um
vértice em comum.

• Um grafo G é um cactus se cada aresta pertence a no máximo um circuito em G. Um
cactus pode ser obtido a partir de uma árvore, substituindo cada aresta da árvore por
um circuito e de modo que os circuitos tenham no máximo um vértice em comum. (Ou
seja, um catus é composto por blocos que são circuitos ou caminhos).

• Um grafo é exoplanar se é posśıvel desenhá-lo no plano sem cruzamento de arestas
de forma que todos os seus vértices estejam na face externa do desenho. Observe que
todo cactus é um grafo exoplanar.

• Para uma coleção de conjuntos, o grafo intersecção é o grafo com um vértice para
cada conjunto, em que vértices são adjacentes se os conjuntos se intersectam.

• Dada uma permutação (σ1, σ2, σ3, ..., σn) dos números 1, 2, 3, ..., n, um grafo per-
mutação tem um vértice para cada número 1, 2, 3, ..., n e uma aresta entre dois
números que estão em ordem invertida na permutação. Também é posśıvel repre-
sentar um grafo de permutação como um grafo intersecção de segmentos retas entre
duas retas paralelas.

• Um grafo é um grafo intervalo se for um grafo intersecção de conjuntos de intervalos
na reta real. Ele possui um vértice para cada intervalo na reta e um aresta entre
quaisquer dois pares de vértices correspondentes a intervalos que se intersectam.

• Um grafo G é um grafo arco-circular se ele for o grafo intersecção de arcos em um
ćırculo. Ele possui um vértice para cada arco no ćırculo e um aresta entre quaisquer
dois pares de vértices correspondentes a arcos que se intersectam.

• Um grafo é limiar se pode ser contrúıdo a partir de um grafo com apenas um vértice
através de repetições das seguintes operações:

1. Adição de um único vértice isolado no grafo.

2. Adição de um único vértice dominante no grafo.

• Grafos ptolemaicos são grafos que, para cada quatro vértices u, v, w, x, vale a de-
sigualdade ptolemaica: d(u, v)d(w, x) ≤ d(u,w)d(v, x) + d(u, x)d(v, w).
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Grafo bipartido Grafo dividido

Grafo de blocos Cactus Grafo exoplanar

Grafo permutação Grafo intervalo

.
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Grafo arco-circular Grafo limiar

.
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3 O Problema algoŕıtmico

Em teoria dos grafos, “o problema do caminho mais longo” se refere, usualmente, ao
problema de encontrar um caminho de comprimento máximo em um dado grafo. A versão
deste problema que pode ser chamada de problema de decisão é a seguinte:

Problema Caminho(k,G): Dado um grafo G e um natural k, decidir se existe em
G um caminho de comprimento maior ou igual a k.

Se houvesse um algoritmo polinomial para resolver este problema de decisão, então have-
ria um algoritmo polinomial para resolver o problema do caminho mais longo (e, como
provaremos a seguir, para resolver todos os problemas NP-completos). Suponha que a
função caminho(k,G) receba um inteiro k e um grafo G e devolva sim se existe um caminho
de comprimento maior ou igual a k em G e devolva não, caso contrário. Se esta função fosse
polinomial, então o seguinte algoritmo, que encontra um caminho de comprimento máximo
em um grafo G, seria polinomial.

caminho mais longo(G)
1 k ← ‖V (G)‖ − 1
2 enquanto (caminho(k,G) = não)
3 k ← k − 1
4 H ← G
5 para i em E(H)
6 remova i de H
7 se (caminho(k,H) = não)
8 insira i de volta em H
9 devolva H

Proposição 1 O problema Caminho(k,G) é NP-completo.

Prova. A NP-completude do problema de decisão pode ser provada através da redução do
problema do caminho hamiltoniano (que é conhecidamente NP-completo, veja [6]). Além
disso, é necessário provar que o problema está em NP . Mas isto é trivial, pois um certificado
para a instância sim do problema é a descrição de um caminho de comprimento maior ou
igual a k.

3.1 Casos particulares

Como acabamos de ver, o problema de encontrar um caminho mais longo de um grafo é
NP-dif́ıcil para o caso geral. No entanto, para algumas classes especiais de grafos, existem
algoritmos polinomiais que resolvem o problema. Por exemplo, se o grafo for uma árvore, é
posśıvel fazê-lo em tempo linear. Este algoritmo foi proposto por Dijkstra por volta de 1960.
A prova formal foi dada por Bulterman e outros [4].

caminho mais longo em árvore (G)
1 Escolha qualquer folha da árvore G e nomeie-a F1

2 Encontre um caminho mais longo em G com ińıcio F1.
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3 Chame a outra extremidade deste caminho de F2.
4 Encontre um caminho mais longo em G com ińıcio F2.
5 Devolva este caminho. Este é um caminho mais longo em G.

A complexidade do passo 2 é θ(c ∗ n), onde (0.5 ≤ c ≤ 1). E a complexidade do passo 3
é θ(n). Portanto a complexidade do algoritmo inteiro é θ(n).

TODO: apresentar a prova de corretude?

Existem outras classes de grafos para os quais já se conhece algoritmo polinomial
para resolver o problema. Em 2005, Uehara e Uno [13, 14] provaram isso para grafos de
blocos, grafos ptolomaicos, cactus, grafos de permutação bipartido e, como corolário, para
grafos limiares. Estes autores estavam trabalhando em subclasses de grafos intervalo, mas
finalmente, em 2010, Ioannidou, Mertzios, e Nikolopoulos [9] provaram que para os grafos
intervalo, existe um algoritmo polinomial que encontra um caminho mais longo.

3.2 Grafos intervalo

TODO: Reproduzir a prova para grafos intervalo
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4 O Problema estrutural

Agora vamos tratar de outro problema sobre caminhos mais longos. Obviamente, um
grafo pode ter mais de um caminho mais longo. O que podemos afirmar sobre a intersecção
destes caminhos?

Em 1966, em um colóquio sobre teoria dos grafos, Gallai [5] perguntou:

Problema P∞: Seja G um grafo conexo qualquer. Existe um vértice em G comum
a todos os caminhos mais longos?

Em outras palavras, Gallai perguntava se a intersecção de todos os caminhos mais longos
é sempre não-vazia.

4.1 Primeiro exemplo

Pouco tempo depois, em 1969, Walther [15] construiu um grafo provando que isto não é
sempre verdade. O grafo, reproduzido abaixo, tem 25 vértices e é planar.

Figura 1: Primeiro grafo, encontrado por Walther, que não tem vértice comum a todos os
caminhos mais longos

Neste grafo, existem muitos caminhos mais longos distintos, porém os 13 apresentados
abaixo são suficientes para provar que a intersecção dos caminhos mais longos é vazia:

1. v-u-b-h-i-j-g-e-d-c-f-m-l-k-r-q-p-o-a-w-x

2. v-u-b-t-s-j-i-h-d-c-f-m-l-k-r-q-p-o-a-w-x

3. v-u-b-t-s-j-i-h-d-e-f-m-l-k-r-q-p-o-a-w-x
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4. v-u-b-t-s-j-i-h-d-c-f-e-g-k-r-q-p-o-n-m-l

5. x-w-a-t-s-q-p-o-n-m-l-k-g-j-i-h-d-e-f-c-y

6. v-u-b-t-s-j-g-e-d-c-f-m-l-k-r-q-p-o-a-w-x

7. v-u-b-t-s-j-i-h-d-c-f-e-g-k-l-m-n-o-a-w-x

8. v-u-b-t-s-j-i-h-d-c-f-e-g-k-r-q-p-o-a-w-x

9. v-u-b-h-d-c-f-e-g-k-l-m-n-o-p-q-s-t-a-w-x

10. v-u-b-h-i-j-g-e-d-c-f-m-l-k-r-q-s-t-a-w-x

11. v-u-b-h-i-j-g-e-d-c-f-m-n-o-p-q-s-t-a-w-x

12. x-w-a-o-n-m-l-k-r-q-s-t-b-h-i-j-g-e-d-c-y

13. x-w-a-o-n-m-l-k-r-q-s-t-b-h-i-j-g-e-f-c-y

De fato, note que cada vértice tem pelo menos um desses caminhos que não passa por
ele. Na tabela abaixo indicamos, para cada vértice do grafo, um dos caminhos que não passa
por ele.

A B C D E F G H I J K L M N O P Q R S T U V W X Y

4 5 3 13 2 12 2 6 6 9 11 8 8 1 10 7 7 7 1 1 5 5 4 4 1

Deste resultado surgiram novas perguntas:

Este exemplo é minimal? E se impusermos restrições nos grafos (planaridade, maior
conectividade)? E se em vez de tomarmos a intersecção de todos os caminhos mais
longos, tomarmos apenas a de alguns deles?

Algumas destas perguntas foram levantadas por Zamfirescu [17] em 1972, pedindo ex-
plicitamente por exemplos de ordem minimal. Vamos tratar aqui do que se sabe sobre estas
perguntas.

Chamaremos de P∞ o problema original de Gallai e de Pn, para n ≥ 2, o problema
análogo mas olhando a intersecção de apenas n caminhos mais longos. Em qualquer um dos
casos, se tivermos considerando alguma restrição no problema, escreveremos P{α}, onde α
é a restrição imposta.

4.2 Exemplo minimal

Alguns anos depois do primeiro exemplo que resolve P∞ ser apresentado, Walther [16] e
Zamfirescu [18], independentemente, encontraram um exemplo menor com 12 vértices.

Indicamos abaixo 9 caminhos mais longos do grafo da Figura 2. Não é dif́ıcil verificar
que eles têm intersecção vazia.

1. l-c-g-d-e-h-i-f-b-k
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Figura 2: Menor grafo conhecido cuja interseção de todos os caminhos mais longos é vazia

2. j-a-i-f-g-d-e-h-c-l

3. k-b-e-h-i-f-g-d-a-j

4. k-b-e-h-c-g-f-i-a-j

5. j-a-d-g-c-h-i-f-b-k

6. l-c-g-d-a-i-h-e-b-k

7. k-b-f-i-a-d-e-h-c-l

8. j-a-i-f-b-e-d-g-c-l

9. l-c-h-e-b-f-g-d-a-j

Os 3 primeiros caminhos são simétricos e não passam por: a e j; b e k; c e l, nesta
ordem. Os 6 últimos também são simétricos e não passam por: d; e; f; g; h; i, nesta
ordem.

4.3 Grafos planares

O primeiro exemplo obtido que resolve P∞ tem 25 vértices e é planar, mas o menor
exemplo planar conhecido, encontrado por Schmitz [11] em 1975, possui 17 vértices.

Exibimos abaixo 7 caminhos mais longos do grafo da Figuta 3 cuja intersecção é vazia:

1. a-b-c-d-e-h-g-f-i-j-k-l-m
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Figura 3: Menor grafo planar cuja intersecção de todos os caminhos mais longos é vazia

2. a-b-c-d-e-h-g-f-i-n-o-p-q

3. m-l-k-h-g-f-c-d-e-n-o-p-q

4. m-l-k-j-i-f-c-d-e-n-o-p-q

5. m-l-k-j-i-f-g-h-e-n-o-p-q

6. a-b-c-f-g-h-k-j-i-n-o-p-q

7. a-b-c-d-e-h-k-j-i-n-o-p-q

Na tabela abaixo indicamos, para cada vértice do grafo, um caminho que não passa por
ele.

A B C D E F G H I J K L M N O P Q

3 3 5 5 6 7 4 4 3 2 2 2 2 1 1 1 1

Conjectura-se que o grafo da Figura 2 e o grafo da Figura 3 são minimais para os pro-
blemas P∞ e P∞{planar}, respectivamente.

4.4 Grafos 2-conexos

A seguinte pergunta surge de maneira natural: “Será que para grafos 2-conexos também
existe um exemplo em que a intersecção dos caminhos mais longos é vazia?” Exigindo-
se maior conectividade, é de se esperar que o tamanho do grafo exemplo seja maior. O
primeiro exemplo foi construido em 1972 por Zamfirescu [17], tem 82 vértices e é planar.
Quatro anos mais tarde o próprio Zamifrescu [18] descobriu os menores exemplos conhecidos
até hoje, tanto para o problema P∞{2-conexo} quanto para o P∞{2-conexo, planar}, com
26 [Figura 4] e 32 [Figura 5] vértices respectivamente.
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Figura 4 Figura 5

Figura 4: Menor grafo 2-conexo conhecido que não possui vértice comum a todos os caminhos
mais longos.

Figura 5: Menor grafo 2-conexo planar conhecido que não possui vértice comum a todos os
caminhos mais longos.

4.5 Grafos 3-conexos

Para grafos 3-conexos, o primeiro exemplo foi construido por Grünbaum [7] em 1974 e tem
484 vértices. Mas Zamfirescu [18] produziu uma resposta melhor, sem exigir planaridade,
com 36 vértices (veja Figura 6).

Exigindo-se planaridade, o melhor exemplo foi obtido por Hatzel [8], em 1979, com 224
vértices.

4.6 Grafos 4-conexos

Para grafos 4-conexos a pergunta correspondente continua em aberto:

Existe um grafo 4-conexo cuja intersecção de todos os caminhos mais longos é
vazia? [19]
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Figura 6: Menor grafo 3-conexo conhecido cuja intersecção de todos os caminhos mais longos
é vazia

4.7 Alguns resultados positivos

Apesar de termos visto vários exemplos de grafos nos quais a intersecção dos caminhos
mais longos é vazia, podemos impor algumas condições aos grafos para garantir que exista
pelo menos um vértice nesta intersecção.

Um primeiro resultado, fácil de se provar, é que em árvores todos os caminhos mais longos
têm um vértice em comum. De fato, basta observar que, como dois-a-dois os caminhos mais
longos se intersectam, então, se não houvesse vértice comum a todos os caminhos mais longos
no grafo, a união dos caminhos mais longos formaria um circuito.

Klavžar e Petkovšek [10] provaram que grafos divididos têm pelo menos um mesmo vértice
na intersecção de todos os caminhos mais longos. Balister e outros [2] provaram o mesmo
fato para grafos arco-circulares.

Klavžar e Petkovšek [10] também provaram o seguinte resultado:

Proposição 2 Seja G um grafo conexo. Então existe um vértice comum a todos os caminhos
mais longos em G se e somente se para todo bloco B de G, todos os caminhos mais longos
em G que têm pelo menos uma aresta em B têm um vértice em comum.

Portanto, se todo bloco de um grafo G é hamiltoniano-conexo ou um circuito, então todos
os caminhos mais longos em G têm um vértice em comum.

TODO: reproduzir esta prova
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4.8 Grafos divididos

TODO: Reproduzir essa prova

4.9 Grafos arco-circulares

TODO: Reproduzir essa prova

4.10 Número fixo de caminhos mais longos

O que sabemos do problema Pn para n fixo? O grafo da Seção 4.3 mostra que P7 não
é sempre verdade. Skupień [12] obteve, para n ≥ 7, um grafo conexo no qual existem n
caminhos mais longos cuja interseção é vazia, mas quaisquer n−1 caminhos mais longos têm
um vértice em comum. Até hoje, esta é a maior cota inferior para n tal que se sabe que Pn

não é sempre verdade.

4.11 Dois caminhos mais longos

Além disso, para n < 7, só sabemos que:

Asserção 3 Se G é um grafo conexo, então quaisquer 2 caminhos mais longos de G têm
um vértice em comum.

Prova. Seja G um grafo conexo e suponha, por contradição, que P1 e P2 sejam dois caminhos
mais longos de comprimento L cuja intersecção é vazia. Como G é conexo, existe um caminho
de P1 a P2. Escolha um caminho minimal M que liga P1 a P2, ou seja, escolha M tal que sua
origem, x, esteja em P1, o seu término, y, em P2 e nenhum vértice interno de M pertença a
P1 ou a P2 (veja Figura 7).

Figura 7:
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O vértice x divide P1 em dois caminhos. Seja P ′1 o maior desses caminho. Analogamente,
y divide P2 em dois caminhos. Seja P ′2 o maior desses caminhos. Agora, seja P o caminho
P ′1 ·M ·P ′2. Como ‖M‖ ≥ 1, ‖P ′1‖ ≥ 1

2
L e ‖P ′2‖ ≥ 1

2
L, então ‖P‖ ≥ L+ 1, o que contradiz o

fato de P1 e P2 serem caminhos mais longos.

Portanto, para 3 ≤ n ≤ 6 o problema Pn continua em aberto.
Vimos que dois caminhos mais longos sempre se intersectam. Mas em quantos vértices?

Isto obviamente depende da conectividade do grafo.
Se o grafo for 2-conexo, então é fácil ver que existem pelo menos 2 vértices nesta in-

tersecção. De fato, a prova disto seria semelhante à prova da Asserção 3. Em um grafo
3-conexo, são pelo menos 3 vértices. Será que em um grafo k-conexo, quaisquer 2 caminhos
mais longos têm pelo menos k vértices em comum? Esta é uma questão que ainda está em
aberto. Tudo o que se sabe é que a afirmação é válida para k ≤ 6; para k ≥ 7 só se sabe que
o número de vértices em comum é O(

√
k). [19]

4.12 Três caminhos mais longos

Como vimos anteriormente, o seguinte problema continua em aberto:

Em um grafo conexo, existe um vértice comum a quaisquer três caminhos mais longos?

Em 2009, Axenovich [1] provou que isto é verdade para uma classe especial de grafos,
mais especificamente para triplas de caminhos mais longos cuja união pertence a uma classe
especial de grafos, os exoplanares. Mais formalmente, o resultado provado por Axenovich é
o seguinte:

Teorema 4 Seja G um grafo conexo e P1, P2, P3 seus caminhos mais longos. Se P1∪P2∪P3

forma um grafo exoplanar, então existe um vértice v pertencente a V (P1) ∩ V (P2) ∩ V (P3).

Não reproduziremos aqui toda a prova de Axenovich, pois é muito extensa. Veremos que
este teorema segue como um corolário do Teorema 7 que provaremos na próxima seção.
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5 Resultados

5.1 Primeiro resultado

Apresentamos aqui um novo resultado que permitiu tanto a simplificação da prova do
Teorema 4 quanto sua generalização.

Lema 5 Seja G um grafo exoplanar conexo. Se G contém exatamente um bloco não-trivial,
então existe um vértice comum a todos os caminhos mais longos em G.

Prova. Seja B o bloco não-trivial de G. Se G não contém blocos triviais, então existe um
caminho hamiltoniano em G e, portanto, a intersecção de todos os caminhos mais longos de
G contém todos os vértices. Suponha, então, que G tem ao menos um bloco trivial.

Chamaremos de caminho pendente um caminho de G que intersecta B em um único
vértice que é sua origem. Obviamente, as arestas de um caminho pendente pertencem a
blocos triviais de G.

Sejam C um circuito hamiltoniano emB, R? um caminho pendente de maior comprimento
e v o vértice comum a R? e B.

Asserção 6 Todos os caminhos mais longos passam pelo vértice v.

Para vértices x e y em C, denote por Cx,y o caminho em sentido horário de x a y em C.
Suponha, por contradição que P seja um caminho mais longo que não passa por v. Como

P tem vértices em B, sejam x ∈ V (P )∩V (B) o vértice com ‖Cx,v‖mı́nimo e y ∈ V (P )∩V (B)
o vértice com ‖Cv,y‖ mı́nimo.

Se x = y, então o caminho P tem apenas um vértice em B (veja Figura 8). Sejam R1

e R2 dois caminhos pendentes maximais de P tal que P = R−11 · R2. Considere o caminho
P ′ = R1 · Cx,v · R?. Então ‖P ′‖ = ‖R1‖ + ‖Cx,v‖ + ‖R?‖ = ‖P‖ − ‖R2‖ + ‖Cx,v‖ + ‖R?‖.
Como ‖R?‖ ≥ ‖R2‖ e ‖Cx,v‖ > 0, isto implica que ‖P ′‖ > ‖P‖, o que contradiz o fato de P
ser um caminho mais longo.

Se x 6= y, então ao menos uma aresta de P que incide em x pertence a E(B). Seja z tal
que xz ∈ E(P )∩E(B) e ‖Cy,z‖ é mı́nimo. Posśıvelmente y = z (veja Figura 9). Neste caso,
considere o caminho P ′ obtido de P através da substituição da aresta xy pelo caminho Cx,y,
ou seja, P ′ = (P − xy) ∪ Cx,y. Note que P ′ é de fato um caminho pois Cx,y só intersecta
P nos vértices x e y. Assim ‖P ′‖ = ‖P − xy‖ + ‖Cx,y‖ = ‖P‖ − 1 + ‖Cx,v‖ + ‖Cv,y‖. Mas
‖Cx,v‖ ≥ 1 e ‖Cv,y‖ ≥ 1. Portanto, ‖P ′‖ ≥ ‖P‖+ 1, o que contradiz a maximalidade de P .
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Figura 8:

Figura 9:

Então suponha que y 6= z. Chamemos de P1 e P2 os dois caminhos de P tais que
P = P1 ·P2, V (P1)∩V (P2) = z e x ∈ V (P1) e y ∈ V (P2) (veja Figura 10). Como G é planar,
P2 só usa vértices de Cy,z e possivelmente de um caminho pendente, digamos R. Agora,
considere o caminho P ′ = P1 · C−1v,z ·R?.

Então ‖P ′‖ = ‖P1‖ + ‖Cv,z‖ + ‖R?‖ = ‖P1‖ + ‖Cv,y‖ + ‖Cy,z‖ + ‖R?‖. Como ‖Cy,z‖ ≥
‖P2‖−‖R‖, ‖R?‖ ≥ ‖R‖ e ‖Cv,y‖ > 0, então ‖P ′‖ > ‖P1‖+‖P2‖−‖R‖+‖R‖ = ‖P1‖+‖P2‖ =
‖P‖.

Mas isto contradiz a maximalidade de P . Portanto, todos os caminhos de comprimento
máximo passam por v.

Teorema 7 Se G é um grafo exoplanar conexo, então existe um vértice comum a todos os
caminhos mais longos em G.
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Figura 10:

Prova. Se G não contém nehum bloco não-trivial, então, G é uma árvore, e, como vimos
na Seção 4.7, em árvores todos os caminhos mais longo têm um vértice em comum. Se G
tem apenas um bloco não-trivial, então o resultado segue do Lema 5. Suponha então que
G tenha pelo menos dois blocos não-triviais. Seja B um bloco não-trivial de G, e sejam
x, . . . , vk os vértices-de-corte de G que pertencem a B. Para i = 1, . . . , k, seja Gi o subgrafo
maximal de G tal que Gi ∩B = {vi}.

Seja PB o conjunto dos caminhos mais longos em G que têm pelo menos uma aresta em
B. Pelo Lema 2, é suficiente provar que existe um vértice comum a todos os caminhos em
PB.

Seja P um caminho em PB. Como B é hamiltoniano, é imediato que P contém (propri-
amente) um caminho mais longo em algum Gi, digamos Pi, que termina em vi. Considere
agora o conjunto I de todos os ı́ndices i tais que Gi contém um caminho máximo como
Pi. Para cada tal i, escolha apenas um representante de tais tipos de caminhos, doravante
referidos como Pi.

Seja HB o grafo definido como a união do bloco B e dos caminhos Pi, onde i ∈ I.
Então HB é um grafo exoplanar conexo que contém exatamente um bloco não-trivial. Pela
Proposição 2, existe um vértice comum a todos os caminhos mais longos em HB. Esse
resultado implica que existe um vértice comum a todos os caminhos de PB. Com isso, fica
completa a prova do teorema.

5.2 Segundo resultado

TODO: Abaixo está um resumo da prova (em inglês). Preciso reescrever algumas partes
e completá-la.
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Teorema 8 If G is a connected graph in which all non-trivial blocks are Hamiltonian, then
any three of its longest paths have a common vertex.

In this section we focus on the intersection of three longest paths. Theorem 8 shows a
class of graphs for which any three longest paths have a common vertex. In particular, this
class includes the outerplanar graphs.

Sketch of the proof of Theorem 8. Let P be a set of three longest paths in G. It can
be shown that there is a block B of G that contains at least one vertex of each path in P . If
one of the paths in P contains all vertices of B, then the result follows easily. Thus we can
assume B is non-trivial and all paths in P use two pending paths of B.

Henceforth, we shall consider only pending paths of B that are contained in the paths
of P . If all these pending paths together intersect B in only two vertices, then the result is
obvious. So, let v1, v2 and v3 be origins of three disjoint pending paths that are as long as
possible.

A longest pending path of B that has vi as its origin will be called a vi-pending path.
Suppose a vi-pending path is at least as long as a vj-pending path if i < j. Let C be a
Hamiltonian cycle in B embedded in the plane in such a way that v1, v2 and v3 appear
clockwise in C.

Case 1: There is at most one path in P containing both a v1-pending path and a v2-pending
path.

Let Pa be a path in P that contains a v1-pending path, and its other pending path is as
long as possible. Let Pc be a path in P that does not contain a v1-pending path, and let Pb

be the remaining path in P .
For i ∈ {1, 2, 3}, let Ri be a vi-pending path, and for x ∈ {a, b, c}, denote by Tx and T ′x

the two pending paths contained in Px. Thus, we have

‖R1‖+ ‖R2‖ ≥ ‖Ta‖+ ‖T ′a‖,
‖R1‖+ ‖R3‖ ≥ ‖Tb‖+ ‖T ′b‖,(1)

‖R2‖+ ‖R3‖ ≥ ‖Tc‖+ ‖T ′c‖.

Now consider the paths

Qa = R−12 · Cv2,v3 · Cv3,v1 ·R1,

Qb = R−11 · Cv1,v2 · Cv2,v3 ·R3,

Qc = R−13 · Cv3,v1 · Cv1,v2 ·R2.

Since Pa, Pb, Pc are longest paths, it follows that

(2) ‖Px‖ ≥ ‖Qx‖, for x ∈ {a, b, c}.

For a path Px, let C(Px) denote the subgraph obtained from Px by removing all vertices
not in C. Observe that C(Px) must be a path. Combining the fact that ‖Px‖ = ‖Tx‖ +
‖C(Px)‖+ ‖T ′x‖ with (1) and (2), we obtain

‖C(Pa)‖ ≥ ‖Cv2,v3‖+ ‖Cv3,v1‖,
‖C(Pb)‖ ≥ ‖Cv1,v2‖+ ‖Cv2,v3‖,
‖C(Pc)‖ ≥ ‖Cv3,v1‖+ ‖Cv1,v2‖.
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Adding both sides of the last three inequalities yields

‖C(Pa)‖+ ‖C(Pb)‖+ ‖C(Pc)‖ ≥ 2‖C‖.

Thus, there must exist a vertex common to Pa, Pb and Pc.

Case 2: There are (exactly) two paths in P containing both a v1-pending path and a
v2-pending path.
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6 Conclusão

TODO: escrever conclusão
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