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Resumo

DELFINO, G. D. Emparelhamentos em Grafos: Algoritmos e Implementacgoes.
Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2017.

Emparelhamentos sao teis em escalonamento de processos e atribuicao de tarefas. E
possivel encontrar um emparelhamento maximo em um grafo qualquer em tempo polinomial.
A chave para encontrar um emparelhamento maximo encontra-se no teorema de Berge[2] que
propoe a ideia de que basta encontrar caminhos de aumento até que nao existam mais. Ca-
minhos de aumento sdo caminhos que conseguem aumentar um emparelhamento. O que
difere um algoritmo do outro é a forma como esses caminhos sao encontrados.

Palavras-chave: Grafos, Emparelhamentos, Caminhos de Aumento, Método Hungaro,
Hopcroft Karp, Edmonds, Blossom
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Capitulo 1

Introducao

O problema do emparelhamento vem sendo estudado hd muito tempo e embora tenha
comegado com uma motivagao puramente académica, tornou-se interessante por poder ser
utilizado para resolver problemas comuns do cotidiano, como atribuicao de tarefas pessoais,
escalonamento de processos, selecao de adversarios em competicoes esportivas e diversas
outras categorias.

Grandes matematicos se interessaram pelo problema e fizeram contribuigoes bastante
significativas, como Claude Berge e o que ficou conhecido como Teorema de Berge que
define a base para a resolucao do problema, John Hopcroft e Richard Karp que dentre as
intimeras contribuigoes para o campo de teoria de algoritmos foram responsaveis pela criagao
de um bastante eficiente para encontrar emparelhamento maximo em grafos bipartidos, Jack
Edmonds, estudioso bastante premiado e dentre muitos topicos foi responséavel pela criacao
do algoritmo para encontrar emparelhamentos maximos em grafos genéricos e muitos outros
matematicos brilhantes direta ou indiretamente fizeram suas contribuigoes.

O problema se torna ainda mais interessante nao so pela enorme quantidade de estudiosos
que trabalharam nele, mas por nao ser facil encontrar material em portugués que una a teoria
a pratica, ou seja, que explique os conceitos por tras dos algoritmos e mostre implementacoes
praticas dos mesmos, explicando em detalhes e ilustrando sempre que possivel.

1.1 Objetivos

Neste trabalho apresentamos algoritmos relacionados ao problema do emparelhamento
maximo desde os mais classicos e simples como o aplicado a grafos bipartidos até os mais
complexos e nao tao conhecidos como o algoritmo de Edmonds-Blossom.

Diferentemente da maior parte dos livros e outras ferramentas de estudo as imple-
mentacoes aqui apresentadas serao bastante discutidas e a teoria necessaria para chegar
em tal implementacao também serd paralelamente introduzida. Todas as ideias apresenta-
das sao acompanhadas de figuras que tentam ilustrar o argumento apresentado e as vezes
de figuras que simulam o cédigo em questao. Conforme os algoritmos sao apresentados as
complexidades sao provadas da maneira mais clara e intuitiva possivel.
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1.2 Estrutura do texto

O capitulo 2 explica o problema do emparelhamento, dando exemplos e motivagoes, aqui
também sao especificados as notacoes basicas que serao usadas no decorrer do trabalho.

O capitulo 3 foca no problema do emparelhamento maximo explicando e ilustrando a
ideia envolvida para encontrar um. Nesse capitulo também é apresentado o teorema de
Berge[2] que é essencial para a resolugdo do problema, ao final um algoritmo simples que
encontra um emparelhamento maximo em grafos bipartidos é apresentado.

Os capitulo 4 e 5 sao focados unicamente nos algoritmos de, respectivamente, Hopcroft-
Karp e Edmonds-Blossom. Em ambos sao apresentandos o passo a passo para deduzir o
algoritmo e cada etapa é ilustrada. Para facilitar o entendimento o algoritmo ¢ dividido em
varias fungoes auxiliares que sao explicadas separadamente.

O capitulo 6 explica o problema de emparelhamento maximo de peso maximo, apresen-
tando aplicagoes e motivagoes, no entanto, a maior parte do capitulo é focada na construcao
do algoritmo conhecido como Método Hungaro, que utiliza fortemente conceitos de pro-
gramacao linear, no entanto, por nao ser o foco do trabalho a teoria de programagao linear
utilizada nao é detalhada a fundo.
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Capitulo 2

Emparelhamentos

2.1 Motivacao

Suponhamos que vocé é diretor de uma escola e esté tendo dificuldades para definir qual
matéria serda designada a cada professor. Como as aulas devem ser dadas todas ao mesmo
tempo vocé sabe que nao é possivel que um professor seja responsavel por mais que uma
matéria, vocé também tem em mente que cada professor tem suas limitagoes, ou seja, cada
professor tem conhecimento para ministrar um conjunto especifico de matérias. Para melhor
visualizacao do problema, vamos representar essas restrigoes usando um grafo.

e (Ciéncias

Lucas 0/

® Historia
Dalva e

® Fisica
Maria e

e Quimica
Carlos @

e Filosofia

Figura 2.1.1: Arestas indicam que o professor pode dar a matéria a qual estd ligado.

Agora com o modelo acima, vamos escolher algumas arestas para indicar que selecionamos
um determinado professor para ministrar determinada matéria. Observe a escolha abaixo
que nao viola nenhuma restricao do problema.
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e (Ciéncias

® Histdria

“,’ 7.
A Fisica

e Quimica

e [ilosofia

Figura 2.1.2: Arestas tracejadas indicam que o professor de uma de suas pontas dara a
disciplina de sua outra ponta.

Definimos a disciplina de alguns professores ao selecionar algumas arestas mostradas no
grafo acima, mas temos como justificar que esse foi o melhor jeito de fazer essa distribuicao?
Existe uma distribuicao que permite que todas as matérias sejam oferecidas? Se nao existe,
qual o nimero maximo de matérias que podem ser dadas?

Essas perguntas motivam o conteudo das proximas secoes, nas quais estudaremos em-
parelhamentos e teremos o conhecimento necessario para resolver diversos problemas, como
esse que acabamos de ver.

2.2 Definicao

Um emparelhamento em um dado grafo é um subgrafo onde nao existem arestas que
possuem vértices em comum. Neste trabalho consideraremos o emparelhamento apenas como
o conjunto de arestas desse subgrafo. Sendo assim, olharemos para um emparelhamento como
um subconjunto M de arestas, tais que duas a duas nao sao adjacentes.

Figura 2.2.1: Arestas tracejadas formam um emparelhamento, mas arestas continuas nao.

Os vértices que sao extremos de arestas que estao no emparelhamento sao chamados
emparelhados, enquanto que os que nao estao sao chamados livres. Por exemplo, para o
emparelhamento formado pelas arestas tracejadas na figura 2.2.1 vértices brancos sao livres,
enquanto que os pretos sao emparelhados.
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E fécil notar que um conjunto de arestas M = () é um emparelhamento, por isso, nao
temos problemas em encontrar um emparelhamento minimo. O desafio é encontrar um
emparelhamento de cardinalidade maxima, ao qual chamaremos apenas de emparelhamento
maximo. Por exemplo, as arestas tracejadas da figura 2.2.1 formam um emparelhamento,
mas nao um emparelhamento maximo.

2.2.1 Caminhos alternantes

Dado um grafo G' e um emparelhamento M definimos um caminho alternante como um
caminho onde as arestas se alternam entre arestas que estao em M e as que nao estao, isso
equivale a dizer que dadas quaisquer duas arestas consecutivas de um caminho alternante,
uma esta em M e a outra nao.

Figura 2.2.2: Exemplo de caminho alternante.

2.2.2 Caminhos de aumento

Ademais, definimos um caminho de aumento ou aumentante como um caminho alternante
que comeca e termina com vértices livres, o que implica que eles comecem e terminem com
arestas que estao fora do emparelhamento.

Figura 2.2.3: Exemplo de caminho de aumento.

2.2.3 Emparelhamentos perfeitos

Emparelhamentos perfeitos sao aqueles onde todos os vértices estao emparelhados.

2.3 Notacoes basicas

Usaremos a operacao de diferenca simétrica A entre dois conjuntos quaisquer X e Y
como sendo X AY = (X UY)\ (X NY).
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Capitulo 3

Emparelhamento maximo

Nesta secao vamos dar mais atencao para caminhos de aumento e estudar como uséa-los
para obter um emparelhamento maximo.
Considere o seguinte caminho de aumento:

(¢] (¢]

Figura 3.0.1: Caminho de aumento.

Com esse caminho de aumento se removermos as arestas tracejadas e adicionarmos as
continuas ao nosso emparelhamento, obtemos:

Figura 3.0.2: Caminho alternante resultante da aplicacao do algoritmo descrito logo acima.

Perceba que removemos 2 arestas porém adicionamos 3, ou seja, acabamos de descrever
uma operagao que dado um caminho de aumento conseguimos aumentar a cardinalidade do
emprelhamento.

Caminhos de aumento recebem esse nome pois com eles é possivel aumentar o nimero
de arestas de um emparelhamento, ou seja, obter um emparelhamento M’ que possui mais
arestas que M. Vamos formalizar essa operagao que acabamos de descrever.

Seja P o conjunto de arestas de um caminho de aumento, entao podemos obter um
emparelhamento maior fazendo M’ = M A P. Usando nosso exemplo acima, P equivale a
todas as arestas da figura 3.0.1 e M contém as arestas tracejadas da figura 3.0.1. Ao aplicar
a operagao de diferenga simétrica obtemos M’ que contém as arestas da figura 3.0.2.

Até aqui podemos ver que se um grafo ainda possui caminho de aumento para um em-
parelhamento, entdo nao é maximo (ja que acabamos de descrever um método que usa um
caminho de aumento para aumentar a cardinalidade do emparelhamento). Mas isso nao é
tudo o que sabemos, o teorema abaixo nos garante a reciproca, ou seja, que se um grafo nao
possui caminhos de aumento, entao o emparelhamento é maximo.
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Teorema 3.0.1 (Berge, 1957). [2] Seja G um grafo. M ¢é um emparelhamento méximo em
G se e somente se G nao possui caminhos de aumento com relagao a M.

Demonstracao. E facil ver que se G possui caminhos de aumento entao M nao é maximo,
pois poderiamos aumentar M usando a ideia descrita acima. Sendo assim, nos resta provar
que G nao possuir caminhos de aumento implica em M ser um emparelhamento maximo.

Seja M* um emparelhamento maximo e seja M um emparelhamento que nao possui
caminhos de aumento. Consideremos agora H = M* U M. Vemos que H possui circuitos e
caminhos alternantes com relacao a M.

Figura 3.0.3: Arestas tracejadas estao em M e continuas em M*.

(G nao pode possuir circuitos impares, pois isso implicaria em duas arestas do mesmo
emparelhamento que sao adjacentes, logo, os circuitos tém comprimento par, e por isso M e
M* tem a mesma quantidade de arestas nesses circuitos. Os caminhos alternantes de H nao
podem comecar e terminar com arestas de M* pois senao M* nao seria maximo, ao mesmo
tempo que nao podem comecar e terminar com arestas de M pois sabemos que nao existem
caminhos de aumento em G. Logo os caminhos de H tem comprimento par e portanto M
possui a mesma quantidade de arestas que M*. Isso implica que |M| = |M*|. ]

3.1 Implementacao

Com o resultado do teorema 3.0.1 podemos pensar no seguinte algoritmo. Comecamos
com um emparelhamento M = () e enquanto existir caminho de aumento P fazemos M =

M A P.
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Figura 3.1.1: Visualizagao do algoritmo descrito acima.

Ao iniciar o algoritmo em (a) temos M = (), encontramos um caminho de aumento P em
(b) correspondente a aresta em destaque, aplicamos entao a operacao de diferenga simétrica
e conseguimos aumentar M, resultando em (¢), o mesmo processo ocorre até (g) onde nao
ha mais caminhos de aumento e podemos, portanto, encerrar o algoritmo.

3.1.1 Grafos bipartidos

Seja G um grafo bipartido com duas particoes A e B e um conjunto E de arestas. Para
encontrar caminhos de aumento basta fazer uma busca em profundidade (DFS) comegando
por algum vértice livre. Perceba que nao precisamos fazer buscas comecando por vértices
livres de A e de B, pois como caminhos de aumento tém sempre comprimento impar eles
comecgam em uma componente e terminam em outra, ou seja, se comecam em vértices livres
de A terminam em vértices livres de B e vice-versa. Logo, fazer a busca comecando apenas
pelos vértices de A, por exemplo, é suficiente.

E importante perceber que quando estamos lidando com grafos bipartidos existe um
limitante 6bvio para o tamanho do emparelhamento maximo M*, perceba que |M*| =
min(|A|,|B|), pois como cada vértice sé aparece uma vez no emparelhamento e cada aresta
do mesmo possui um vértice de A e outro de B é facil perceber que o emparelhamento
maximo tem no maximo a cardinalidade da menor particao de G.

Sabendo disso, ja temos o0 modelo de um algoritmo. Comecamos a busca com um vértice
u livre de A, visitamos um vizinho v de u, se v for livre temos um caminho de aumento e
podemos entao aumentar o emparelhamento, senao v esta emparelhado e podemos continuar
nossa busca a partir do vértice com que v esta emparelhado.

Vamos representar o emparelhamento com dois vetores mA e mB onde (u, mA[u]) e
(v, mBlv]) sao arestas emparelhadas para todo u € A e v € B. Pensando na implementagao,
como um vértice nunca pode estar emparelhado com ele mesmo e como comecamos com
M = () é bastante plausivel comegar mA e mB com mA[u] = u e mB[v] = v para todo
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u € A e todo v € B, respectivamente. Dessa forma, para saber se um vértice u € A é livre
basta checar se mA[u] = u.

No pseudocddigo abaixo, a fungdo ACHACAMINHOAUMENTO recebe um vértice u € A o
grafo bipartido G = (A, B, E), os vetores mA e mB descritos acima e além disso, um vetor
seen declarado globalmente no qual seenfu] = true se o vértice u jé foi visitado pela busca
e false caso contrario, é facil perceber que seen deve ser inicializado com false, ja que no
inicio da busca nenhum vértice foi visitado. A funcao devolve false se nao encontra um
caminho de aumento a partir de u e true caso contrario, e nesse caso os vetores mA e mB
sao atualizados.

1: function ACHACAMINHOAUMENTO(u, G, mA, mB)

2 for v € adju] and seen[v] = false :

3 seen[v] = true

4 if mBlv] = v or achaCaminhoAumento(mB[v],G,mA, mB) = true :
5: mA[u] v

6 mBlv] « u

7 return true

8 return false

Para encontrar um emparelhamento maximo, come¢amos com um emparelhamento qual-
quer (vazio ou nao) e chamamos ACHACAMINHOAUMENTO para cada vértice livre de A.
Perceba que se nao encontrarmos um caminho de aumento a partir de um vértice u € A
nao faz sentido tentar outra vez mais tarde, pois diferentemente das arestas, os vértices que
estao emparelhados nunca deixam de estar emparelhados.

Note também que, ao contrario dos vértices de B, nao precisamos marcar os vértices de
A que sao visitados na busca, pois com excec¢ao da primeira chamada, a fungdo ACHACAMI-
NHOAUMENTO s6 é chamada para vértices de A que estao emparelhados.

Agora vamos entender por que o algoritmo sempre para. A cada chamada de ACHACA-
MINHOAUMENTO podemos ter dois resultados:

e 0 algoritmo retorna false o que significa ja temos um emparelhamento maximo e
portanto terminamos.

e 0 algoritmo retorna true o que significa que aumentamos o emparelhamento e portanto
2 novos vértices agora estao emparelhados, somando isso ao fato de que vértices do
emparelhamento nunca deixam de estar emparelhados e de que temos uma quantidade
finita de vértices é facil ver que o algoritmo sempre para. E pelo item acima se o
algoritmo para significa que nao temos mais caminhos de aumento e portanto, pelo
teorema 3.0.1 temos um emparelhamento maximo.

Logo, o algoritmo funciona.
Cada chamada de ACHACAMINHOAUMENTO tem complexidade O(|A|+|B|+|E]), ja que
se trata de uma simples DFS. No pior caso, em cada chamada aumentamos em 1 o niimero
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de vértices de A que estao emparelhados o que nos obriga a chamar a fun¢ao no méximo |A|
vezes. Logo, o algoritmo tem complexidade O(|A| * (|A| + |B| + | E])).
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Capitulo 4

Hopcroft-Karp

4.1 Ideia

O método conhecido como Hopcroft-Karp é um algoritmo que encontra um emparelha-
mento maximo em um dado grafo. Recebe esse nome pois foi apresentado pela primeira vez
em 1973[7] por John Hopcroft e Richard Karp.

Assim como o algoritmo citado na secao anterior Hopcroft-Karp também aumenta o
tamanho do emparelhamento parcial através de caminhos de aumento, porém ao invés de
achar um tunico caminho de aumento por vez ele encontra um conjunto de caminhos de
aumento de tamanho minimo, ou seja, suponhamos que o menor caminho de aumento do
grafo tenha comprimento k, entao a cada iteragao o algoritmo encontra um conjunto maximal
de caminhos de aumento de comprimento k.

A ideia principal é usar uma busca em largura (BFS) de forma a dividir o grafo em
camadas que alternam entre arestas que estao no emparelhamento e as que nao estao. Por
exemplo, considere o seguinte grafo bipartido com um emparelhamento parcial M:

Figura 4.1.1: Exemplo de grafo bipartido no qual as arestas tracejadas formam um empare-
lhamento parcial, vértices brancos sao livres e pretos emparelhados.

Chamemos de A a particao do grafo acima que contém os vértices aq, as, az, as, as e de B
a que contém by, by, b3, by, bs, bg, b7.

O algoritmo de Hopcroft-Karp comeca a BFS a partir dos vértices livres de uma das
partigoes e constréi uma ou mais arvores alternantes 6.2 enraizadas em vértices livres de
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uma das particoes, sem perda de generalidade, vamos escolher a particao A. Assim em uma
iteragao o algoritmo nos da a informacao aqui representada:

as
o

a9 ay
o/ \o/ o
bg bﬁ b4

bs

S
>OE
o

@--==-=-==--9
S
ot

Figura 4.1.2: Exemplo de execucao da fase BFS do algoritmo de Hopcroft-Karp.

Vemos entao, que existem caminhos de aumento que terminam nos vértices by, bg, by, bs,
é nesse ponto que executamos uma DFS a partir de cada um desses vértices, de forma a
encontrar um conjunto maximal de caminhos de aumento que sejam disjuntos, sem perda de
generalidade, suponhamos que os vértices foram encontrados da esquerda para a direita, as-
sim, nessa etapa do algoritmo, a DFS nos retornaria 2 caminhos de aumento, como ilustrado
a seguir.

as
o

/ \ b
a9 ay
o/ \o/ o
by bg by

bs

5
>0§
o

@-=-==-=-==--0
@
ot

Figura 4.1.3: Exemplo de execucao da fase DFS do algoritmo de Hopcroft-Karp.
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Perceba que os caminhos destacados formam um conjunto maximal de caminhos de au-
mento disjuntos, isso significa, que nao é possivel adicionar um terceiro caminhos que seja
de aumento e que seja disjunto desses dois.

Por fim, usamos a operacao de diferenca simétrica definida anteriormente para aumentar
o emparelhamento parcial, resultando em:
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Figura 4.1.4: Exemplo de grafo bipartido no qual as arestas tracejadas formam um empare-
lhamento parcial, vértices brancos sao livres e pretos emparelhados.

4.2 Implementacao

Agora que temos a ideia de como o algoritmo funciona, podemos dividir cada iteracao
do mesmo em 3 partes principais

e 1. BFS a partir dos vértices livres de A para encontrar caminhos de aumentos de
comprimento minimo.

e 2. DFS para encontrar um conjunto maximal de caminhos de aumento a partir dos ja
encontrados no item anterior.

e 3. Com o resultado do item 2 aumentar o emparelhamento parcial.

Para facilitar o entendimento, vamos dividir a implementg¢ao seguindo os trés itens acima,
para o item 1 vamos fazer uma funcao ACHACAMINHOSDEAUMENTO que recebe o grafo G
e os vetores mA e mB representando o emparelhamento onde (u, mA[u]) e (v, mBlv]) sao
arestas emparelhadas para todo v € A e v € B, caso um vértice nao esteja emparelhado
representaremos mA[u] = u para todo u livre. A funcao retorna TRUE caso um caminho de
aumento seja encontrado e FALSE caso contrario. No caso de um caminho de aumento ser
encontrado a fungao altera um vetor global d de distancias.
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1: function ACHACAMINHOSDEAUMENTO(G, mA, mB)
2: queue < ()

3: k < o0

4: forue A:

5: if mAfu] ==u:

6: du] <0

7: Enqueue(queue, u)

8: else

9: d[u] + o0

10: while Empty(queue) == false :

11: u < Dequeue(queue)

12: if dju] <k

13: for v € adj[u] :

14: if v==mB[v] and k == o0 :
15: k < dfu] +1

16: else

17: if dimB[v]] == o0 :

18: dmB[v]] < d[u] + 1
19: Enqueue(queue, mB[v])
20: return k != oo

Perceba que a condigao da linha 12 garante que nao encontraremos caminhos de aumento
de tamanho maior que o minimo encontrado. O restante da fungao é basicamente uma BFS
comum.

Agora com os caminhos de aumento encontrados e com as arvores representadas através
do vetor d, podemos a partir de um vértice livre qualquer de A aumentar o emparelhamento
através da fungdo AUMENTAEMPARELHAMENTO que recebe um grafo GG, os vetores mA e
mB representando o emparelhamento e um vértice v de A e aumenta o emparelhamento caso
exista um caminho de aumento que comeca em v e que seja disjunto aos demais caminhos
de aumento ja encontrados.
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1: function AUMENTAEMPARELHAMENTO(G, mA, mB,v)
2: for u € adj[v] :

3: if mB[u] ==u:

4: mA[v] < u

5: mBu] v

6: return true

7: if dmB[u]] ==d[v] + 1:

8: if aumentaEmparelhamento(G, mA, mB, mB[u]) == true :
9: mA[v] < u

10 mBu] v

11: return true

12: d[v] <= o0

13: return false

Nessa etapa do algoritmo estamos usando os caminhos de aumento ja encontrados para
aumentar o emparelhamento parcial. Perceba que a condi¢cao da linha 5 nos garante que
nenhum caminho de comprimento maior que o minimo k sera encontrado, pois sabemos que
os valores do vetor d sao todos menores ou igual a k ou oo, sendo assim, dado um vértice v
tal que d[v] = k ndo existe vértice u tal que d[u] == d[v] + 1, portanto o algoritmo sempre
para quando atinge comprimento k.

Outra observacao importante é que nenhum vértice é explorado mais que uma vez, para
isso temos que analisar 2 casos, o primeiro em que nao foi encontrado nenhum caminho de
aumento a partir do vértice v e o segundo que foi encontrado.

Primeiro caso: Seja um vértice v € A para o qual nao foi encontrado um caminho de
aumento a partir dele, a linha 10 seta d[v] para co e portanto a condi¢ao da linha 5 se torna
falsa para futuras chamadas.

Segundo caso: Seja um vértice v € A pelo qual foi encontrado um caminho de aumento
entao existe u € B tal que d[mB[u]] = d[v] + 1 antes da aplicagao da diferenca simétrica,
isso nos mostra que v estd um nivel acima de u, com a aplicacao da diferenca simétrica
sabemos que mBl[u] passa a ser v, portanto qualquer outro vértice w que seja adjacente a
u estd no mesmo nivel que v ou seja, no mesmo nivel que mBJu| e portanto a condi¢ao da
linha 5 nunca ¢ verdadeira.

Os demais detalhes da funcao sao bastante parecidos ao procedimento ja descrito em
3.1.1.

Com a fungao ACHACAMINHOSDEAUMENTO e AUMENTAEMPARELHAMENTO j& explica-
das, finalizar o algoritmo de Hopcroft-Karp é bastante simples, enquanto ACHACAMINHOS-
DEAUMENTO retornar true usamos AUMENTAEMPARELHAMENTO para aumentar nosso em-
parelhamento. O algoritmo HOPCROFTKARP ¢ descrito com mais detalhes logo abaixo.

27



1: function HOPCROFTKARP(G)

2: forve A:

3: mA[v] < v

4: forue B:

5: mBu] + u

6: matching < 0

7 while ACHACAMINHOSDEAUMENTO(G, MA, MB) == true :
8: forveA:

9: if mAv] ==v:

10: if AUMENTAEMPARELHAMENTO(G, MA, MB, V) == true :
11: matching <— mathcing + 1

12: return matching

A funcao retorna o tamanho do emparelhamento maximo e altera os vetores mA e mB
de forma a representar o emparelhamento maximo encontrado.

4.3 Analise de complexidade

O argumento para mostrar que o algoritmo sempre termina é bastante semelhante com o
usado na secao anterior. Sabemos que em cada iteragao pelo menos um caminho de aumento
é encontrado e portanto pelo menos uma aresta é adicionada ao emparelhamento ja existente,
como estamos considerando apenas grafos com um conjunto finito de vértices e arestas é facil
ver que o algoritmo sempre para. Nao tao facil é perceber a complexidade do algoritmo.

Cada iteracao do algoritmo executa apenas uma BFS e uma DFS, assim em um grafo
de |V| vértices e |E| arestas, a complexidade de uma iteragao é O(|E|+ |V|). Seguindo essa
ideia, a complexidade das +/|V| primeiras iteragdes é O(|E|\/[V]).

O algoritmo sempre seleciona um conjunto maximo de caminhos de aumento de com-
primento minimo, sendo assim, uma vez que as \/m primeiras iteragoes estejam feitas o
comprimento do menor caminho de aumento é de pelo menos \/\7| .

Similarmente ao argumento usado na demonstracao do teorema 3.0.1 chamemos de M*
um emparelhamento maximo e de M o emparelhamento parcial resultante das \/m primei-
ras fases do algoritmo. Agora consideramos o conjunto de caminhos e ciclos formado por
S = M*AM. Para melhor visualizacao vamos colorir as arestas de M* de azuis e as de M de
amarelo. E facil ver que S tem d = |M*| — | M| arestas azuis a mais que amarelas e portanto
existem d caminhos em S que comecam e terminam com arestas azuis e esses d caminhos sao
portanto caminhos de aumento com relagao a M, no entanto, na iteracao \/m sabemos que
o menor caminho de aumento tem tamanho pelo menos \/|7| , sendo assim, podem existir
Nno MAXIimo \/m caminhos de aumento, ou seja, d < \/m .

Com o argumento do paragrafo anterior temos que apds \/m iteragoes, existem no
méximo 4/|V| caminhos de aumento a serem descobertos, ou seja, no maximo o algoritmo
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precisard de mais \/|V| para finalizar. Isso nos mostra que no total Hopcroft-Karp tem no
maximo 24/|V| iteragdes e portanto tem complexidade total de O(24/|V|(|V| + |E])), ou

seja, O(v/IVI(IV] + |E])).
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Capitulo 5

Algoritmo de Edmonds

O algoritmo Blossom de Edmonds consegue encontrar um emparelhamento maximo em
um dado grafo genérico em tempo polinomial O(|V|?|E|). Ele recebe este nome pois foi
proposto pela primeira vez por Jack Edmonds em 1961 e publicado em 1965. O algoritmo
é também conhecido como Blossom-Edmonds pois usa a ideia de contracao de Blossom que
serd explicada mais adiante.

O algoritmo usa vérias ideias mencionadas no algoritmo de Hopcroft-Karp, portanto é
fortemente recomendado que a se¢ao 4 seja lida primeiro.

5.1 Ideia e implementacao

Vimos nas secoes anteriores diferentes formas de encontrar um emparelhamento maximo
para grafos bipartidos. O que difere um grafo qualquer G de um bipartido é que G pode
conter ciclos impares. Por isso, a intuicao do algoritmo é trata-los de uma maneira diferente
contraindo-os em um unico vértice e assim como o algoritmo da secao 3.1 o algoritmo de
Edmonds busca encontrar caminhos de aumento a fim de aumentar o emparelhamento parcial
em 1 unidade.

Sendo assim, a base do algoritmo de Edmonds estd descrito na funcao EDMONDS-
BLossoM que recebe um grafo G' e um emparelhamento parcial M e retorna um empa-
relhamento maximo.

1: function EDMONDS-BLoOssOM(G, M)

2 P < AcHACAMINHODEAUMENTO(G, M)
3 if P.empty() == true:
4: return M
5 else

6 M+~MAP

7 return EDMONDs-BLossoM (G, M)

Embora a funcao parega simples o mais complicado esta na subfun¢ao ACHACAMINHO-
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DEAUMENTO, que levanta a questao: como achar caminhos de aumento de forma eficiente
em um grafo qualquer?

Pelo teorema de Berge 3.0.1 sabemos que se M nao é um emparelhamento maximo
entao existem caminhos de aumentam que ainda nao foram encontrados. Assim como no
algoritmo de Hopcroft-Karp, Edmonds contréi uma ou mais arvores alternantes (defini¢ao
6.2) enraizadas nos vértices livres de GG, um conjunto de arvores é denominado floresta, sendo
assim a fungao ACHACAMINHODEAUMENTO recebe o grafo G e um emparelhamento parcial
e controi uma floresta alternante, usada para encontrar os caminhos de aumento.

1: function ACHACAMINHOAUMENTO(G, M)

2 F« 0

3 E <+ 0

4: forve G:

5: if veg M:

6 F.add(v)

7 raiz[v] < v

8 dist[v] <+ 0

9: fore= (v,w) € G:

10: E.add(e)

11: fore = (v, w) € M:

12: E.remove(e)

13: forveF:

14: for e=(v,w) € E:

15: if w¢F:

16: ADICIONANAFLORESTA(M, F, v, W)
17: dist[w] « dist[v] 4+ 1

18: else

19: if dist[w] % 2==10:

20: if raiz[v] != raiz|w] :

21: P < RETORNACAMINHOAUMENTO(F, v, w, RAIZ][])
22: else

23: P < RECURSAOBLoOssOM(G, M, F, v, w)
24: return P

25: E.remove(e)

26: return ()

Na funcao ACHACAMINHODEAUMENTO sao explorados os vértices livres v de G. Como
explicado anteriormente, esses vértices se tornam raizes de arvores alternantes(definigao 6.2)
dentro da floresta. E todos os vértices sao explorados de forma a sempre adicionar um par de
arestas (uma que estd e outra que nao estd no emparelhamento) e assim construir caminhos
alternantes, como as arestas sao sempre adicionadas em pares sao explorados vértices que
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estao a uma distancia par da raiz.
Um ponto importante a ser percebido é que uma vez que o algoritmo estd analisando
uma aresta vw 3 casos podem acontecer.

1. A aresta vw nao pertence a floresta e portanto deve ser incluida.

2. A aresta vw liga duas arvores alternantes distintas, existe portanto um caminho de
aumento que comeca no vértice livre da raiz da arvore onde se encontra v e a raiz da
arvore onde se encontra w e esse caminho deve ser portanto retornado.

3. A aresta vw liga dois vértices de uma mesma arvore alternante 71" e portanto a fungao
T + vw forma um ciclo impar que precisa ser tratado.

O caso 1 é tratado na linha 15 e utiliza a funcao auxiliar ADICIONANAFLORESTA que
recebe o emparelhamento parcial M representado de tal forma que M[v] = w se v estd
emparelhado com w, a floresta F' representada por listas de adjacencias tal que F'[u] contém
todos os vértices ligados a u com a operagao F.add(u) que acrescenta a lista de adjacéncia
referente a um novo vértice u inicialmente vazia e os vértices v e w e insere a aresta vw e a
aresta com que w esta emparelhado na floresta F.

1: function ADICIONANAFLORESTA (M, F,v,w)
2 X < M[w]

3: Flv].add(w)

4: F.add(w)

5 Flw].add(x)

6 raiz[w] = raiz[v]

7 raiz[x] = raiz[v]

No caso 2 temos uma aresta que liga duas arvores alternantes distintas que garantimos
com a condicao da linha 20.
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Figura 5.1.1: Representacao de como usar a aresta vw para encontrar um caminho de au-
mento, representado aqui pelo caminho em destaque.
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Sabemos que r; e ry sao vértices livres de G pois comecamos o algoritmo na linha 5
apenas com vértices livres e exploramos os demais a partir deles. Sendo assim, a aresta vw
forma um caminho aumentador que leva de r; a 79, ou seja, de um vértice livre a outro. Na
figura 5.1.5 o caminho em destaque representa esse caminho de aumento. A fungao cumpre
entao seu objetivo e pode retornar o caminho de aumento encontrado.

Note que se w estiver em F' e a uma distancia impar da raiz a afirmacgao do paragrafo
anterior nao & valida, pois o caminho de w até a raiz de arvore de w comecaria com uma
aresta fora do emparelhamento, no entanto a aresta vw também nao esta no emparelhamento,
quebrando assim a hipotese de ser um caminho alternante.

N A

w

@."""".

Figura 5.1.2: Na imagem, como w tem distancia impar com a raiz veja como o caminho em
destaque nao forma um caminho de aumento.

Por isso essa situacao ¢ eliminada pela condigao da linha 19 que considera apenas os
w com distancia par até a raiz, por isso, o caso 2 é verdadeiro na linha 20 e usa a funcao
auxiliar RETORNACAMINHOAUMENTO, que recebe a floresta F', os vértices v e w e o vetor
raiz tal que raiz[v] contém a raiz da arvore que contém o vértice v.

1: function RETORNACAMINHOAUMENTO(F, v, w, raiz|])
2: P1 <~ PEGACAMINHO(RAIZ[V], V)

3: P2 <+~ PEGACAMINHO(W, RAIZ[W])

4: return P1 + P2

A fungao usa como funcao auxiliar PEGACAMINHO(V, W), que recebe um vértice v e um
vértice w retorna o menor caminho de v a w, ou seja, a funcao é basicamente uma BF'S que
retorna um caminho.
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1: function PEGACAMINHO(v, w)

2: forue G:

3: seen[u] < false

4: pai[v] v

5: vertices.push(v, v)

6: while vertices.size() > 0 :

7 (x, pai-de-x) < vertices.pop()
8: if seen[x| == false :

9: pai[x| <— pai-de-x

10: seen[x| < true
11: if x ==w:
12: while x |= v :
13: P.add(X)
14: X < pailx]
15: P.add(x)
16: return P.reverse()
17: for u € adj[x] :
18: if seen[u] == false :
19: vertices.add(u, x)

O caso mais interessante ¢ sem duvida o caso 3 no qual a aresta vw liga dois vértices
de uma mesma arvore, e como v estd a uma distancia par de sua raiz pela forma que foi
contruido e w também estd a uma distancia par da sua raiz, temos um ciclo impar de
caminhos alternantes, a esse tipo de ciclo damos o nome blossom.
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Figura 5.1.3: O caminho destacado forma um blossom.

E importante perceber que o algoritmo detecta blossoms corretamente, pois se ACHACA-
MINHODEAUMENTO atinge a linha 23 entao sabemos que o vértice v esta na lista dos vértices
com distancia par da raiz e o vértice w também pertence a floresta (pela linha 15), além
disso, os dois pertencem a mesma &arvore (linha 20) e estao a distancia par da raiz. Como
ambos estao a uma distancia par da raiz existe um caminho alternante de comprimento par
entre v e w, isso é garantido pelo fato de que as arestas sao sempre adicionadas em pares na
floresta. Por isso, adicionar a aresta vw que nao esta emparelhada fecha esse caminho par e
cria um ciclo impar. No ciclo, existe um vértice u que sera extremidade de duas arestas que
nao estao no emparelhamento (pois o ciclo é impar), enquanto todos os outros vértices terao
uma extremidade em uma aresta que estd no emparelhamento e outra em uma que nao esta.

Note que se w tivesse uma distancia impar até a raiz o ciclo teria trés arestas consecutivas
que nao estao no emparelhamento e portanto esse ciclo nao seria um blossom. No entanto,
eliminamos essa possibilidade pela condicao da linha 19.

Sabendo disso, podemos detalhar a funcao auxiliar usada para detectar blossoms na
linha 23. A funcao RECURSAOBLOSSOM recebe o grafo G, o emparelhamento parcial M, a
floresta F' e os vértices v e w que satisfazem as condicoes citadas anterioremente e retorna
um caminho de aumento considerando o grafo com o blossom comprimido.
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1: function RECURSAOBLOSSOM(G, M, F, v, w)
2 B + PEGACAMINHO(V, W) + v
3 G' <+ CONTRAIBLOSSOMDOGRAFO(G, B, w)
4: M’ < CONTRAIBLOSSOMDOEMPARELHAMENTO (M, B, W)
5: P’ < ACHACAMINHOAUMENTO(G', M")
6 if we P :

7 P « LirT(B, P’)

8 return P

9: else

10: return P’

A fungao usa como auxiliar CONTRAIBLOSSOMDOGRAFO(G, B, W) que consiste em
basicamente copiar o grafo GG porém substituindo os vértices de B por w resultando em G’.

1: function CONTRAIBLOSSOMDOGRAFO(G, B, w)
2 forveG:

3 for u € adj[v] :

4 ifueB:

5: u<«w

6 if ve B:

7 V< W

8 if v!=u and u ¢ adj[v] :

9 adj[v].add(u)

A outra fungao auxiliar CONTRAIBLOSSOMDOEMPARELHAMENTO(M, B, W) segue a
mesma ideia do algoritmo acima sé que aplicado ao emparelhamento M.

A idéia é imaginar G’ como um grafo cujo blossom em questao foi eliminado e substituido
pelo vértice w. Por exemplo:
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Figura 5.1.4: A imagem mostra o processo de compressao de um blossom em um tnico
vértice w representado pelo vértice em destaque na arvore da direita.

Para melhor explicar o processo de lifting, precisamos da definicao de base do blossom.
A base do Blossom ¢ o vértice v tal que é o tinico vértice do blossom que possui incidéncia
de duas arestas que estao fora do emparelhamento. Na figura 5.1.3 a base do blossom é a
raiz r.

Depois de comprimir o blossom em um 1nico vértice w a fungao procura por um caminho
de aumento P’, quando encontrado existem 2 casos:

1. P’ nao contém w e portanto pode ser retornado.

2. P’ contém w e portanto w precisa ser descomprimido para que os vértices que formam
o blossom que w representa aparegam no caminho.

O caso 1 nao tem muito segredo, a condi¢ao da linha 6 checa se w estd no caminho
encontrado, e se nao estiver apenas retorna P’.

O caso 2 é um tanto mais complicado, como j4 explicado, se w estd em P’ precisamos des-
comprimir w para expandir o caminho, chamamos esse processo de lifting. Para conseguir
fazer esse processo, precisamos analisar 2 casos principais:

1. w estd em um dos extremos de P’.

2. w estd em algum lugar do meio de P’.
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A partir de agora, para facilitar a explicacao precisamos de uma nova definicao, chama-
remos as arestas que incidem em w de stems. Além disso, para fazer o processo de lifting,
precisamos analisar a quais vértices do blossom os stems sao incidentes. Para isso considere
o lemma abaixo.

Lemma 5.1.1. Se w nao é um extremo de P’ entao um dos dois stems incide na base.

Demonstracdao. Por hipétese w nao é um extremo de P’, perceba entdo que pelo menos
um dos stems pertence ao emparelhamento M, ja que eles fazem parte de um caminho de
aumento em G’. O stem que nao estd em M pode ser incidente a qualquer vértice do grafo
original G, no entanto, o stem emparelhado deve obrigatoriamente ser incidente a base, pois
caso contrario o vértice com o qual o stem estivesse ligado estaria conectado a duas arestas
de M, o que contradiz a hipétese de M ser um emparelhamento.

base
[ ]

stemsy /

®--------01l

stemsy

Figura 5.1.5: Note como stem; s6 pode estar ligado a base, caso contréario, o vértice u seria
incidido por duas arestas do emparelhamento e por definicao M nao seria um emparelha-
mento.

No caso 2 temos uma aresta que liga duas arvores alternantes distintas, ou seja, temos a
presenca de dois stems, e portanto, fazer o lift do blossom significa substituir w pela porcao
do blossom que esta entre os dois stems. Como o blossom tem comprimento impar, perceba
que que existem dois jeitos de fazer isso, pegar o caminho par ou o impar entre os dois
stems. Como queremos que o caminho de aumento resultante permaneca um caminho de
aumento temos que inserir a P’ o caminho par do blossom, pois os stems alternam entre
emparelhado e nao emparelhado. Esse processo transforma um caminho de aumento em G’
em um caminho de aumento expandido em G.
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Figura 5.1.6: O lado esquerdo mostra em destaque o blossom, o lado direito mostra em des-
taque o pedaco do blossom que deve ser incluido em P’ conforme o procedimento mencionado
acima no caso 2.

No caso 1, w é um extremo do caminho de aumento P’, ou seja, w possui apenas um
stem que obrigatoriamente é nao emparelhado, pois arestas extremas de um caminho de
aumento sao sempre nao emparelhadas. Nesse caso entao percorremos o blossom seguindo
a aresta emparelhada que segue o stem e continuamos fazendo isso até encontrar a base,
assim garantimos que a ultima aresta do caminho de aumento expandido continua sendo
nao emparelhada, e portanto, continua sendo um caminho de aumento em G. E importante
notar que se o stem é incidente a base, nao fazemos nada.

base base
[ ] o

stem ’ stem
* e 0 —

Figura 5.1.7: O lado esquerdo mostra em destaque o blossom, o lado direito mostra em des-
taque o pedaco do blossom que deve ser incluido em P’ conforme o procedimento mencionado
acima no caso 1.

5.2 Analise de complexidade

Para comecar vamos observar que o algoritmo base EDMONDS-BLOSsOM (G, M) executa

no MmAaximo L%j chamadas da funcdo ACHACAMINHOAUMENTO(G, M), pois o ndmero

s - J / |4 ’ .
méximo de arestas no emparelhamento de um grafo com |V| vértices é U—2|J, além disso,
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sabemos que a cada chamada de ACHACAMINHOAUMENTO(G, M) adiciona exatamente
uma aresta no emparelharemento, sendo assim, comecando com um emparelhamento vazio
a fungao é chamada no méximo L%J vezes.

A cada iteragdo de ACHACAMINHOAUMENTO percorremos no maximo todos os vértices
do grafo, e para cada vértice, exploramos apenas as arestas ainda nao visitadas, sendo assim,
conforme ja explicado, para cada vértice v e uma aresta nao visitada vw 3 situagoes podem
acontecer:

1. Adiciona na Floresta: Para cada aresta vw, se existir wx € M adicionamos vw e wm
na floresta, o que tem custo O(1) e pode ser visto na fungdo ADICIONANAFLORESTA.
No pior caso, fazemos essa operagao para todas as arestas, logo, o custo total é O(|E]).

2. Retorna Caminho Aumento: Essa funcao ¢ chamada apenas quando um caminho
de aumento foi encontrado, e apds executada ela retorna ao algoritmo base EDMONDS-
BrLossoM. Sendo assim, dentre todas as chamadas de ACHACAMINHOAUMENTO a
funcao RETORNACAMINHOAUMENTO pode ser chamada apenas uma vez. Como para
retornar o caminho de aumento realizamos apenas uma busca simples no grafo no pior
caso percorremos o grafo todo, portanto, a fun¢ao tem custo O(|V).

3. Recursao Blossom: Para analisar esse caso, precisamos fazer duas observagoes im-
portantes.

Observagao 1: precisamos saber quantas contragoes de blossom sao feitas para cada
chamada de ACHACAMINHOAUMENTO. Como blossoms tem tamanho fmpar, sabemos
que cada contracao de blossom reduz em no minimo 2 o nimero de vértices do grafo,
ou seja, no maxi demos t total de | 21 des de bl Isso signifi
ja, ximo podemos ter um total de | 5| contracdes de blossom. Isso significa
que cada iteragdo de ACHACAMINHOAUMENTO nao pode gastar mais de O(|V]) com
contracoes de blossom. Por exemplo, observe a figura 5.2.1.

ratz o ° ° °

. ’ .
’ ’ .
’ ’ .
’ . .
. ’ ’
. . ’
. ’ ’
U ’ ’
’ ‘ ’
® [ ] [ J

Figura 5.2.1: Imagem mostra uma sequéncia de blossoms a serem encontrados, o primeiro
deles em destaque.

No primeiro passo o primeiro blossom de tamanho 3 sera contraido e se tornaréd a base
do segundo blossom, que serd recursivamente contraido e assim por diante até que
o grafo todo esteja contraido, e nesse ponto o processo de lifting comeca, “desmem-
brando” os blossoms um por um até o caminho estar completo, perceba como a soma
dos custos de todos os processos de lifting dao no méaximo O(|V|), j& que os blossoms
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nao se intersectam e cada processo de lifting percorre apenas os vértices do blossom
em questao.

Observagao 2: Também precisamos ter em mente que cada contracao percorremos
todos os vértices e arestas do grafo e renomeamos para o identificador do blossom,
percorrer todas os vértices e arestas do grafo e também o emparelhamento custa um
total de O(|V']| + |E|), ou seja, O(|E|).

Com isso, para calcular o custo total, precisamos multiplicar o custo de cada procedimento
pelo total de iteragoes. Assim temos:

Total = O(V1)+| O(E]) +( OUE) +O(E) )« O(VI) |
—— = —— = ——
Tteracoes Caso 3 Caso 1 Caso 2 Recursao Blossom

O que resulta em O(|V|?|E|).
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Capitulo 6

Emparelhamento maximo de peso
maximo

Imagine a seguinte situagao, n medicamentos estao sendo pesquisados em um estudo
clinico. Para observar os efeitos desses medicamentos em seres humanos, foram selecionados
m voluntarios onde cada voluntario possui uma certo limite para cada medicamento, ou
seja, cada voluntario pode receber no maximo uma quantidade pré-determinada de mililitros
de cada medicamento. Suponhamos que temos os voluntarios A, B e C' e os medicamentos
X, Y, Z e W e que os valores limites de cada voluntario estejam tabelados a seguir:

Voluntario | X | Y| Z | W
A 5010 (100 0
B 90 [ 0| O |20
C 0 |5] 0 |40

No entanto, a fim de evitar reagoes provocadas pela mistura de duas ou mais drogas
queremos que cada paciente seja medicado com apenas um medicamento. De forma a tornar
o experimento 6timo, queremos que a soma das quantidades injetadas em cada paciente seja
a maior possivel, sempre respeitando as restrigoes citadas acima.

Podemos modelar esse problema como um grafo onde existe aresta entre voluntario e
medicamento se determinado voluntario pode receber determinada droga e mais, agora cada
aresta terda como valor a quantidade limite de medicamento que cada voluntario pode receber
da mesma.
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Figura 6.0.1: Grafo representando estudo clinico

Perceba que no grafo acima um emparelhamento maximo possivel seria o seguinte.

X
A

Y
B

Z
C

W

Figura 6.0.2: Arestas tracejadas formam um possivel emparelhamento maximo.

No entanto esse emparelhamento nao dos da soma maxima, a solugao 6tima nesse caso
seria.:

X
A

Y
B

Z
C

W

Figura 6.0.3: Arestas tracejadas formam um emparelhamento 6timo para o problema

Note que um emparelhamento maximo qualquer nao é necessariamente um emparelha-
mento 6timo para o problema.

Da mesma forma como no exemplo acima, quando estamos trabalhando com grafos que
possuem uma funcao peso w: £ — R nas arestas pode ser interessante buscar um empare-
lhamento cuja soma dos pesos de suas arestas seja maxima, a esse problema damos o nome
de emparelhamento maximo de peso maximo.

Para nos ajudar a resolver esse problema, precisamos escrevé-lo como um problema de
programacao linear, para isso, usamos uma varidvel, x;; tal que z;; = 1 se a aresta ij estd
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em no emparelhamento M e 0 caso contrario. Assim, podemos fazer a seguinte formulagao
primal do problema:

Maximizar Z w(ig) s, (6.1)
ijeE

sujeito a in]’ =1, paratodo i €V (6.2)
Jjev

[S]-1 ,
Z Ze < — VS CV com |S| impar (6.3)
ecE(S)
x;; > 0, para todo ij € £ (6.4)

Onde E(S) é o conjunto de todas as arestas que tem ambas as pontas em vértices de S.

A equacgao 6.2 precisa existir pois temos que garantir que todo vértice de G possua
no maximo uma aresta do emparelhamento incidente a ele. No entanto, perceba que se a
equacao 6.3 nao existisse, poderiamos ter uma solucao nao inteira, considere o circuito da
imagem abaixo, se considerarmos uma solu¢ao z;; de cada aresta como %, claramente valem
as restricoes 6.2 e 6.4 e essa seria uma solugao viavel, o que nao é o que procuramos.

N[ —=
N | =

N

Figura 6.0.4: Grafo representando uma solu¢ao nao inteira.

Agora, precisamos mostrar que o problema modelado acima de fato corresponde a um
emparelhamento em um grafo qualquer GG. Para isso, considere um emparelhamento qualquer
M em um dado grafo GG, agora considere o vetor z’ associado a M, ou seja, um vetor
onde xgj para todo 75 € G que vale 1 se 77 estda em M e 0 caso contrario, como M é
um emparelhamento, claramente x satisfaz 6.2, além disso, x possui apenas valores inteiros
maiores ou iguais a 0, logo, x satisfaz 6.3 e 6.4. Assim z é uma solucao viavel do problema
definido acima. Da mesma forma, agora considere x solugao viavel. Ja foi provado que além
de viavel, existe solucao inteira para o problema mas nao vamos entrar em detalhes nessa
demonstracao, assim, assumimos z viavel inteira, como x é inteiro e satisfaz a condigao 6.2,
x claramente corresponde a um emparelhamento. Logo, as restrigoes 6.2, 6.3 e 6.4 modelam
perfeitamente um emparelhamento.

Um detalhe importante que torna a solucao desse problema um tanto quanto inviavel é
que a quantidade de restricoes geradas por 6.3 é exponencial, pois para cada circuito impar
no grafo precisamos adicionar uma restricao que envolve os vértices desse circuito. Isso é
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computacionalmente bastante ineficiente. A seguir veremos que ao trabalhar com um tipo
especifico de grafo esse processo se torna menos complicado.

6.1 Grafos bipartidos

Quando consideramos G bipartido (A, B, E) sem perda de generalidade, assumimos G
completo e com |A| = |B|, caso o grafo ndo possua essas condigdes podemos satisfazé-las
adicionando vértices e arestas com custo nulo.

Assim, o modelo primal do problema se torna mais interessante, uma vez que o grafo
nao possui ciclos impares e portanto a restricao 6.3 nao é mais necessaria. Além disso, ao
resolvermos o problema de programagao linear obtemos uma solugao inteira. Podemos entao
reescrever o primal como:

Maximizar Z w(if)w; (6.5)
ijEE

sujeito a Zwij =1, paratodoi e A (6.6)
jeB

inj =1, para todo j € B (6.7)
i€A

z;; > 0, para todo ij € £ (6.8)

Seja z € RIFI um vetor cujos elementos sio as varidveis x;; para todo 75 € E. Entao, x é
uma solucao viavel se satisfaz 6.6, 6.7 e 6.8. Se z é viadvel e ainda maximiza 6.5 dizemos que
x é solucao otima do primal.

Da forma como modelamos o primal, se escolhermos M = {ij : z;; = 1} para uma
solucao viavel x vale que M é um emparelhamento perfeito e que se x é solugao 6tima entao
M é um emparelhamento perfeito de peso maximo.

Agora vamos escrever o dual desse problema. No dual, introduziremos uma variavel y;
para cada i € A e z; para cada j € B. Assim temos:

Minimizar Z Y + Z 2; (6.9)

icA jeB
sujeito a  y; + z; > w(ij), para todo ij € £ (6.10)

Da mesma forma feita anteriormente, vamos considerar um vetor y € R4l e um vetor
z € RIBI contendo as varigveis do dual. Sabemos que se (y, z) satisfazem 6.10 entdo (y, z) é
uma solucao viavel do dual.

Utilizando a teoria de programagao linear, se temos x vidavel no primal e (y, z) vidvel no
dual entao
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S wlif)aey <Yyt >z (6.11)

ijeE i€A jEB
A inequagao acima é conhecida como teorema da dualidade fraca e ela vale por igualdade

se x é 6timo no primal e (y, z) é 6tima no dual. Dado (y, z) vidvel no dual, vamos definir o
subgrafo de G como G, = (A, B, E,.) onde E,, = {ij € E: y; + z; = w(ij)}.

Teorema 6.1.1 (Folgas Complementares). [6] Seja (y, z) vidvel no dual, se M é um empa-
relhamento perfeito em G, entao M é emparelhamento de peso maximo em G.

Demonstracao. Seja M* um emparelhamento perfeito de peso maximo em G.

Z w(ij) SZZJHFZZJ': Z Yi + 25 = Z w(ij).

igeM* icA jeB ijeEM ijeEM

A primeira desigualdade segue de (y, z) ser vidvel e a primeira igualdade segue do fato de
todoi € Ae j € B estar em M* ja que o mesmo é perfeito. Assim, temos que M é um
emparelhamento com mesmo peso que M*, logo, ¢ méximo. O

6.2 Meétodo Hungaro

Nesta segao apresentamos o Método ”Hungaro”, um algoritmo que resolve o problema
de encontrar um emparelhamento maximo de peso maximo em um grafo dado. O método
foi proposto em 1955 por Harold Kuhn, que deu este nome pois seu método se baseava no
trabalho anterior de Dénes Koénig e Jen6 Egervary, dois brilhantes matematicos hungaros.

O Método Hungaro é um algoritmo que, levando em consideracao as defini¢oes feitas na
se¢ao anterior, comega com uma solugao vidvel (y, z) para o dual e um emparelhamento em
Gy., e a partir disso, o algoritmo tenta encontrar um emparelhamento perfeito em G, ., se
nao consegue, altera (y, z) de forma a manté-lo como uma solucao viavel e ainda adicionar
arestas em G, sem perder as que ja existem e, entao, repetir o procedimento.

Como solucao (y, z) inicial, defininos y; = max;c4 w(ij) para todo i € A e z; = 0 para
todo j € B. E como emparelhamento inicial definimos M = ().

Uma forma menos eficiente e mais simples de implementar o método hiingaro é utilizar o
algoritmo de caminhos de aumento descrito na secao 3.1.1. Basta garantir que o algoritmo
percorra apenas as arestas de G,,. Para cada aresta ij ¢ E,, guardamos um valor associado
dij = yi + z; — w(ij), podemos ver J;; como o quanto falta subtrair de y; ou z; para que
y; + z; seja igual a w(ij), ou seja, o quanto falta subtrair para que a aresta ij entre em E,,.
Para atualizar (y, z) definimos § = min;¢p,. {d;;} e para cada i € A visitado pela busca,
subtraimos ¢ de y;, da mesma forma, para cada j € B visitado pela busca, adicionamos  de
Zj.

E fcil notar que as arestas que ja estao em F,, continuam existindo, pois a soma y; + z;
nao sofre alteracao. Além disso, o valor de § é escolhido de forma a ser o menor valor capaz
de adicionar uma nova aresta em G,..
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Usando essa implementacao, no pior caso, cada atualizagao de (y, z) adiciona apenas uma
aresta no grafo. Portanto, pode ser necessério executar n? buscas resultando em complexi-
dade O(n?).

Veremos a seguir, que ¢ possivel implementar o método hingaro em tempo O(n?), o
segredo estd em guardar resultados das buscas anteriores, para que nao precisem ser feitas
novamente. Para isso, precisamos introduzir o conceito de arvore alternante.

Uma arvore alternante é uma arvore enraizada em um vértice livre de A na qual qualquer
caminho da raiz até as pontas é um caminho alternante. Vamos denotar S e T como o
conjunto de vértices de A e de Bque estao na arvore. Veja um exemplo, na imagem a seguir.

O=======-9
O=======-9

(e]

\o-----....\

Figura 6.2.1: Arvore alternante.

Na imagem acima, arestas tracejadas estao em M, vértices pretos estao em S e brancos
em 7. Além de manter as informagoes pré-calculadas usando uma arvore alternante, com
o intuito de deixar essa implementacdo mais eficiente vamos mudar a forma como (y, z) é
atualizada. Considere os conjuntos S e 1" da arvore alternante que nao possui caminhos de
aumento, com T # B. Definimos

0= min i+ 2 — W)
ieS,jeB\T(y tE i)
O novo vetor y’ sera
— ¢ Yy —0, set€S
Yi= 1y sei€ A\ S

~

Analogamente, 2’ sera
Z,_{zj+5, sejeT
Iy, sej€B\T

Assim temos uma nova solucao (v, 2').

Da mesma forma que a atualizagao anterior, ¢ facil perceber que E,, C E,. e que
|EyZ‘ < ’Ey’Z”'

Pensando em facilitar a implementagao, usaremos um vetor d onde d; = min;eg(y; + 2, —
w(ij)) para todo j € B\ 7. Da mesma forma, definimos 0 = min;cp\r d;. Basta atualizar d
toda vez que um novo vértice for inserido em S.

A func¢do ATUALIZADUAL abaixo, recebe (y, z) soluges vidveis no dual, o vetor d e os
conjuntos de vértices S e T e retorna os os vetores (y, z) e d atualizados.
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1: function ATUALIZADUAL(y, 2,d, S, T)
2 0 mz'njeB\de

3 forallie S: y, <y, — 6

4 for all j € B :

o: if jeT:

6: Zj <— Zj + 1)

7 else

8 Zj < Zj — )

9

return (y,z) e d

O algoritmo abaixo recebe um grafo G = (A, B, E) e o peso nas arestas w e devolve um
emparelhamento de peso méaximo e utiliza a notagdo de vizinhanca como N,.(X) sendo o
conjunto dos vértices de B que sao adjacentes a algum vértice em X no grafo G,,, sendo X
um subconjunto de A.

Yz
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1: function METODOHUNGARO(G, w)

2 inicializa (y,z) e M

3 while M nao ¢ perfeito em G, :

4: 1 <1 € A livre

5: S+ {Z}

6 T «+ {0}

7 atualiza d

8 while Enquanto nao encontrar caminho de aumento :
9: if N, =T

10: Y, z,d < atualizaDual(y, z,d, S, T)
11: JJjeENLS\T

12: if 7 € livre :

13: P < caminho de 7 a j

14: M~—MAP

15: volte para linha 3

16: else

17: i’ < vértice ao qual j estd emparelhado
18: S« Su{l}

19: T+ TU{j}

20: atualiza d

21: return M

Na linha 9 vale que nao ¢é possivel aumentar a arvore alternante, e por isso, os valores
de (y, z) e d devem ser atualizados, pois vamos adicionar mais vértices em S. Na linha 12
foi encontrado um caminho de aumento entao basta aumentar nosso emparelhamento e para
isso modificamos a raiz da arvore alternante, devemos entao retornar a linha 3 para comecar
com uma nova. Como o algoritmo comeca com um emparelhamento vazio, o loop da linha
3 ¢ repetido exatamente |A| vezes.

A atualizacdo do vetor d nas linhas 7 e 20 consomem tempo O(|A]), pois basta verificar
dos vértices da componente em que esta o novo vértice inserido. O loop da linha 8 é repetido
no maximo |A| vezes pois toda vez que ndo encontra um caminho de aumento, um novo
vértice é adicionado a T" na linha 19. Logo, a complexidade final de tempo do algoritmo é

O(|AP).

20



Capitulo 7

Cédigos e aulas

Todos os algoritmos explicados nesse trabalho foram implementados em C++ e podem ser
encontrados em https://github.com/gidelfino/MAC0499/tree/master/codigos e na pagina
da disciplina https://linux.ime.usp.br/ gidelfino/mac0499/.

Além disso, para cada assunto foram gravadas aulas explicando cada conteido que estao
disponiveis no youtube em:

Emparelhamento méximo: https://youtu.be/05TGeZWira0
Hopcroft Karp: https://youtu.be/DHk6yF-oNyl

Edmonds:https://youtu.be/3fYEGJaOJi4
Método Hungaro: https://youtu.be/VRITXIGOMLA

O link para as aulas também pode ser encontrado na pagina da disciplina.
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Capitulo 8

Conclusao

O desenvolvimento do presente estudo possibilitou conhecer, entender e implementar
algoritmos eficientes que resolvem o problema do emparelhamento, permitindo a resolucao
de problemas como atribuicao de tarefas pessoais, escalonamento de processos entre muitos
outras aplicacoes praticas.

Mais que tudo, esta dissertacao permite o entendimento dos conceitos basicos e essenciais
para resolucao do problema apresentado facilitando o entendimento de generalizagoes como
o problema do b-emparelhamento.
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